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PREFAZIOi^E 



Fino dai primi anni del mio insegnamento liceale sono stato 
solito a fare, no) principio del 2° corso, alcune lezioni sulla 
risoluzione dei problemi di geometria: sul quale argomento, 
ordinariamente o taciuto o troppo brevemente accennato nella 
maggior parte dei trattati, scrivevo sin qui alcuni appuntì, 
che venivano litografati dai miei alunni. 

In questo ultimo anno mi sono domandato se non era il 
caso di pubblicare quegli appunti , ampliandoli in modo da 
ricavarne un'operetta che, nelle mani degli scolari, special- 
mente liceali, potesse dare un qualche frutto, così come mi 
sembra l'abbian dato sin qui le mie lezioni litografate, di cui 
parlavo sopra, almeno alla parte più eletta degli scolari miei. 
E rifiettendo quanto sogliono in generale riuscire pesanti ed 
odiosi gli esercìzi di geometria agli allievi delle nostre scuole 
secondarie classiche, piti che altro, io credo, perchè spesso 
vengono loro assegnati quasi fossero indovinelli, senza una 
scorta, senza un consiglio sicuro, senza un indirizzo che 
aiuti nella ricerca, mi sono persuaso come il presentare 
raccolti i precetti principali ed i principali metodi per ri- 
solvere i problemi in generale e quelli di matematica in special 
modOj sia un dare agli scolari un aiuto che li incoraggisca 
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e sorregga, con evidente vantaggio di essi stessi e dell' in- 
segEainento. Perciò ini son deciso a pabblicare questo scritto. 
So da me di non aver fatto una cosa del tatto nuova, tantoché 
nel redigerlo ho potuto e dovuto inspirarmi ad altre opere di 
simile argomento. Cito fra queste principalmente il Serket P., 
Des méthodes en geometrie , il classico Luhahel, Des méthodes 
dans les sciences de raisonnement , il bel I^aité de geometrie 
di RoDCRÉ et CoMBERoussE, e sopratutto il meritameute notis- 
simo libro del Petersen, Metodi e teorie per la risoluzione dei 
próbleìni geometrici ; e non voglio tacere ÒlqW Avviamento alla 
risoludone ddle guedioni geometriche del Capitano Pastore, 
e delle lezioni litogi-afate del mio amico Prof. D. Guido Valle, 
colle quali ultime anzi il mio lavoro ha per la sua struttura 
moltissima somiglianza. Forse datanti bei lavori potevasene 
cavare uno bellissimo, che tutti li coordinasse e li completasse; 
ma non era, mia idea di far cosa nuova o di propormi uno 
scopo scientifico {anche senza dire che a tanto certamente non 
bastavano le mie forze), mirando io ad un lavoro puramente 
didattico, avente il modesto ufficio di accompagnare i primi 
passi di giovani allievi. 

Nel mio scritto ho cercato di esporre coi dovuti particolari 
dapprima i metodi di risoluzione dei problemi in generale , 
poi quelli speciali per i problemi sia numerici che geometrici, 
dando in ogni caso uno o due esempi , tanti quanti bastano 
a capire l'applicazione del metodo spiegato. Nella parte teorica 
sono sceso talora a particolari che sembreranno forse super- 
flui, ma soltanto a chi non guardi coU'occhio dell'insegnante 
entro la sua scuola; nella quale i giovani, poco esperti tutti, 
a causa del non molto esercìzio che hanno in materie che 
studiano da breve tempo, e mal disposti la maggior parte 
da pregiudizi troppo radicati contro la matematica o da 
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un'avversione ritenuta spesso più grave di quella ohe vera- 
mente è, sogìiono incorrere in errori non pochi, né leggieri , 
che ritengo utilissimo iudieare ed insegnare a sfuggire. 

L'avere attinto all'esperienza della scuola, sarii la miglior 
giustificazione eh' io possa dare per questa minuziositÈi, e fre- 
quenza di osservazioni d'indole pratica, che a prima vista 
sembrerà in qualche punto eccessiva. 

Sono stato estremamente parco nel numero degli esercizi 
apposti come esempio, e non ne ho addirittura proposto nes- 
suno da risolvere: prima, perchè so di poter contaro sull'opera 
efficace dell'insegnante, il quale svolgerà egli stesso gli eser- 
cizi che crederà piti opportuni, secondo l'intelligenza della 
scolaresca ed il tempo di cui disporrà — in secondo luogo poi, 
perchè di problemi da risolvere si trovano ricche collezioni 
in molti trattati, e specialmente in quelli già ricordati, che 
trattauo esclusivamente della risoluzione dei problemi; ai quali 
ultimi anzi consiglio di ricorrere quelli fra i giovani che, 
invogliati dell'argomento, intendono acquistare in esso una 
certa perizia. L'indole essenzialmente educativa delle scuole 
liceali , a cui destino in modo speciale questo scrittarello, mi 
ha persuaso dover porre tutto il mio impegno nella parte 
precettiva, che è del resto quella che si trova generalmente 
trattata con insufficiente ampiezza e con poca esattezza nella 
massima parte dei libri. 

Mi si rimprovererà, e forse non a torto, di essermi troppo 
diffuso, pili certamente di quanto lo consentano le esigenze 
di una scuola secondaria; ma non è questo un danno grave, 
potendo l'insegnante stesso scegliere le cose che sono piìi 
indispensabili e più importanti in questo argomento, e la- 
sciando tutte le altre, ìe quali invece studierà con profitto 
chi voglia un po' piii inoltrarsi in questa materia. 
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Al desiderio di giovare agli allievi si attribuisca la pro- 
lissità di qualche spiegazione, e qualche ripetizione sommaria, 
fatta in un argomento in cui poteva giovare, di cose già 
spiegate diffusamente in paragrafi precedenti. 

Come si vede, io chiedo che questo lavoretto si giudichi 
pensando a chi è rivolto, ritenendolo dunque come una guida 
pei giovani e con come un trattato di qualche valore scien- 
tifico. 

Sarò lieto se esso varrà a spianare la via a qualche alunno 
che si giudicasse (come è caso frequente) inetto a risolvere 
problemi, e ad invogliare qualcuno dei piìi esperti a conti- 
nuare i suoi studi su tale argomento in altri libri; lietissimo 
se, invece che esser ritenuto dai giovani studenti che l'avranno 
fra mano un nuovo nemico che aggiunga difficoltà alle tante 
da doversi superare nello studio delle seleni-^ esatte, sembri 
un amico che venga ad accompagnare per una strada disa- 
gevole, affine di renderla meno scabrosa, meno pesante. 

All'amico Prof. D. Grumo Valle porgo qui vivi ringrazia- 
menti, per l'aiuto prestatomi nella stampa del mio lavoro. 

Turino, Aprile 1S1Ì3, 
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PARTE 1. 

LA RISOLUZIONE DEI PROBLEMI 
IN GENERALE 



1. — Si dice problema ogni questione la quale imponga 
la ricerca di uno o più enti {incognite), i quali con altri enti 
conosciuti [dati) abbiano relazioni assegnate. Ogni ente che ri- 
sponde a tutte le condizioni del problema si dice una sua so- 
luzione ("). 

Due problemi con diverso enunciato clie hanno le stesse so- 
luzioni, cioè tali che ogni ente, che soddisfa al primo, soddisfa 
anche al secondo e viceversa, si dicono reciproci o eqiiivalenti. 

Si dirà che un problema Q è conseguenza del problema P, 
che P è subordinato a Q, quando le soluzioni di P sono 
soluzioni anche di Q, senza che sìa necessario avvenga l'in- 
verso, cioè che tutte le soluzioni di (^ debbano esser tali 
anche per P. Due problemi equivalenti sono chiaramente 
conseguenza uno dell'altro. 

Un problema si dice determinato se esiste un numero finito 
di sue soluzioni; indeterminato se ne esistono innumerevoli; 
tmpo'isibtì bo non ne esiste alcuna È chiaro che be un pro- 
blema e conseguenza di uno possibile e possibile esso pure: 
ma è facile vedere che può esseie possibile anche un pioblema 

{*) Si ladt di nun onfondeie questa iiiuoh coi! iltia « nsol u mie » la 
quile indica il u tedimento die bj "^t, le pei ceicare 1 incogniti dei pi'o- 
llenì 
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couaegneiiza fli uno impossibile. Se un problema è indetermi- 
nato, tale è ogni problema aua consegiienKa.. 

2. — Sono tre i principali metodi con cui si può condurre 
la soluzione di un problema, quando questa si voglia non af- 
fidare al caso, ma disciplinare in modo da appoggiarla a ve- 
rità note ed a procedimenti conosciuti. Di essi uno si dice 
metodo analitico , un secondo metodo sintetico , ed il terzo, 
perchè partecipa dell'uno e dell'altro, metodo misto. 

lì metodo analitico per riaolTere un problema dato consiste 
nel trovare im secondo problema equivalente al primo, poi, se oc- 
corre, un terzo equivalente al secondo, un quarto equivalente al 
terzo, e via dicendo, finché così si giunga ad uno cbe si sappia 
risolvere; è chiaro che tutte e sole le soluzioni di questo ci 
daranno le soluzioni del dato. Un ta,l metodo è metodo di ri- 
duzione. 

Il metodo sintetico percorre il cammino inverso, cioè parte 
da un problema la cui risoluzione sia nota, da questa deduce 
quella di un secondo equivalente al primo, poi quella dì un 
terzo equivalente al secondo, ecc., finché si giunge a dedurre la 
risoluzione del problema dato da quella di un penultimo che gli 
è equivalente. Chiaramente si segixe oo^ un metodo di deduzione. 

In entrambi i metodi si vede che la risoluzione di un pro- 
blema A consiste nella costruzione di lina serio o catena di 
problemi A,B,C,D, , M m numero finito, e i] ni valenti cia- 
scuno al seguente ed al precedente e quindi tutti fra loro, a 
un capo della quale sta il problema ignoto A, all'altro uno M di 
soluzione nota. Se si costruisce la catena cominciando da A, si 
ha il metodo analitico ; se partendo da M, si ha quello BÌntetico, 

Il passaggio da ciascun problema al seguente, p. es.: da C 
a B, consta della dimostrazione di due proposizioni invei-se una 
dell'altra, dovendosi provare l'equivalenza di Ce D, ossia 
che le soluzioni di C sono soluzioni anche di J), e quelle di T) 
anche di C. Indicando questa doppia dimostrazione col simbolo 

C~7) , 

si ha ch'3 la catena di problemi che serve alla risoluzione col 
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metodo analitico o col sintetico può simboleggiarei eoa: 

ì'roUemi. d=. risolvotB AB CD N M Pmiluma aot 



Con ciascuno di questi metodi dimostrandosi dio le solu- 
zioni dei problema dato A sono quelle stesse di M, questa 
dimostrazione deve necessariamente essere accompagnata dal 
modo di risolrere M e dalla discussione dei casi che si 
presentano in questa risoluzione dipendentemente dai dati, 
il che non offre difficoltà teoriche, supponendosi M problema 
noto. 

3. — I duo metodi, entrambi esatti e rigorosi, hanno per 
altro all'atto pratico non leggieri inconvenienti. Il primo (quello 
analitico) lia un principio sicuro , ma è incerto quanto al punto 
OTo termina, giacché continua a fai'C riduzioni fino a die giunge 
ad un problema di soluzione nota; il quale può sfuggire anche 
a lut^hi tentativi, specialmente se l'esperienza non ammaestra 
sulle successive riduzioni, II secondo metodo (quello sintetico) 
ha invece incertezza cin-'a il punto di partenza, del quale solo 
in vari casi più semplici e da chi ha molta pratica può sapersi 
come dev'essere scelto, affinchè con successive riduzioni con- 
duca, ed al pid presto possibile, al problema dato. 

La natixra di questi metodi mostra diiaramente come il me- 
todo analitico sia il più importante e il più sicuro per la ricerca 
della risoluzione, mentre più chiaro e più adatto all'esposizione 
di essa, quando la si eia ti'ovata, sarà quello sintetico. 

4. — Abbiamo accennato che i due metodi esposti esigono 
per ogni coppia di problemi consecutivi una doppia dimostra- 
zione che ne provi la reciproca equivalenza. Se peraltro ci 
accadesse di fare uso di problemi nei (inali per qualciie coppia 
di consecutivi, p, es. F e G-, non si avesse che F e G sono 
equivalenti ma soltanto F conseguenza di G o viceversa, allora 
è chiaro che non potrebbe più dirsi che le soluzioni di A sono 
tutte e sole quelle di M. E, precisamente, so indichiamo che 
F h sulìordinato al proljlema segmenti' G (o G conseguenza 



y Google 



di F) collo scrivere F G, e che G b subordinato al problema 
precedente F scrivendo F G, si avrà che quando la ca- 
tena dei problemi successivi manca di qualcuna delle freccie 
inferiori, cioè ogni problema è conseguenza del precedente 
ma non necessariamente ad esso reciproco, allora si può con- 
cludere che tutte le soluzióni di A sono soluzioni anche di M, 
senza che debbano necessariamente le prime essere tutte le 
seconde. Se invece la catena manca di qualche freccia supe- 
riore , ossia ogai problema ha per subordinato il seguente 
senza necessariamente equivalergli , tutte le soluzioni di M 
sono soluzioni anche di A , ma non siamo certi che A non 
possa avere altre soluzioni. Evidentemente abbiamo in en- 
ti'ambi questi casi analisi o sintesi imperfette, che richiedono 
osservazioni complementari perchè il problema A possa dirsi 
risoluto. 

Anche più imperfetto è il procedimento se mancano alcune 
freccie superiori ed insieme alcune inferiori, cioè se dei problemi 
della catena si sa semplicemente che ciascuno è subordinato 
o al precedente o al seguente. In tal caso nulla può dirsi in 
generale delle relazioni che legano A ad ili, potendo essere 
questi due problemi equivalenti, o M soltanto conseguenza 
di A, A di M, oppure potendo A ed M avere soltanto 
soluzioni comuni, ed anche potendo non averne affatto. 

5. — Siccome il dimostrare ogni volta la reciprocità dei 
problemi è spesso lungo e pesante, così si è pensato di uti- 
lizzare il metodo incompleto di cui or ora si parlava, aggiun- 
gendovi una seconda parte che lo renda completo. Si ha cosi 
il terzo metodo a cui si accennava in principio, il metodo misto, 
il quale per la ricerca della soluzione è forse il pid pratico 
e comodo, tanto che ordinariamente si ricorre ad esso. 

Consiste tal metodo nel ridurre il problema .^ ad un altro 
B del quale si dimostri soltanto che è conseguenza di A, cioè 
che ogni soluzione di A è soluzione di B, senza preoccuparsi 
della reciproca. Si riduce indi B a C sua conseguenza, C a 
Z>, ecc., finché si perviene ad un problema Jf di soluzione nota; 
fra le soluzioni di M vi devono essere quelle di A, senza che 
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(a differenza del metodo analitico puio) si possa dire senz'altro 
che le prime detono es&eze tutte soluzi ni anche di ^ Si è fatto 
così un'analist ma gimti al piollenia M e necesoario vedere 
se le soluzioni sue ■iono ji elle cercate il ci e si f x esaminando 
se dall'ultimo problema M si deduce quello dato A, o almeno 
quali fra le solu7ioni di M ^ìono dì, iiteneisi pei A. Questa 
seconda parte e uni siitesì e si pio quii di diio il nome 
di misto al inetrdo oia e'iposto 

Secondo le convenzioni fatte. Li catena dei pioblenii può 
ora simboleggiarsi così: 

A "^iT^C ''£~^. . . .^Y M , 



giacché in essa si dimostra che tutte le soluzioni di un pro- 
blema lo sono anche del seguente, e che quelle dell'ultimo (o 
una parte di esse) lo sono del primo; avendosi così un'ana- 
lisi composta di più passaggi da un problema al successivo, 
indicata dalle freccie superiori, ed una sintesi composta (a dif- 
ferènza degli altri metodi) da un'unica dimostrazione, indicata 
dalla freccia inferiore. 

L'ordine in cui devono esporsi le due parti, l'analisi e la 
sintesi, è indifferente in teoria; ma dovendo cercare la risolu- 
y.ione ignota di un problema è indispensabile il far precedere 
l'analisi, per potere con un procedimento ordinato essere con- 
dotti a trovare M. 

Si potrebbero proporre alti-i metodi misti di diverso tipo, 
come p. es. : 

AB G N M , 

ma sì ricadrebbe nel tipo precedente, o si sarebbe condotti 
a soluzioni facilmente incomplete; non ci occuperemo quindi 
che di quello ora svolto. 

6, — 11 metodo misto saia tanto migliore, quanto maggiore 
sarà il numero di quei problemi della catena che sono ec|ui- 
valonti ai seguenti; che se ciò accade per tutti (senza, s'in- 
tende, che questo debba dimostrarsi, iilti'imenti si ricadrebbe 



y Google 



— G - 

nel metodo anibticol allora la sintesi rappresenta addirittura 
il cammino inverso dell'analisi, e consiste nel dimostrare che 
tutte le soluzioni di M sono soluzioni di A, mentre l'analisi, 
m couclubione , aveva dimostrato che tutte le soluzioni di A 
sono soluzioni anche eli M. 

Dato che quest ultimo caso si presenti, l'andamento del pro- 
blema eaià chiaiamente questo: coU'analisi si dimostra che le 
soluzioni di A épvofìo tiovarsi tutte cercando quelle di M (senza 
escludete che pos'^ano tiovarsi anche altrimenti), coUa eintesi che 
bastu piendere le soluaiooi di JK" per avere soluzioni di A. In 
.iltre paiole si tlimostia che condizione necessaria e sufficiente 
pei risolvete A e iisolveie M quando U piiola nece<!Siìta 
s intendi non nel '^enso che non po'^'^a taisi altiimenti, ma nel 
senso che < necessuio n=;olvenilo M, tioiaie le soluzioni ài A 

Se non suino nel ciso di M ejuivalente ad A allora uf 
ficio della sintesi e di scegheie fi i, le soluzioni di M quelle 
che convengono ad A, ciò mostri chiirinunte come ai i da pie- 
feiusi 1 avei che fiie con un problema M equivalente ad A 
E dunque da consigliai i di ceicaie nel risolvere il piohlema 
A di non ampliarlo col passare nd altn problemi cht siano 
soltanto sua conseguenza e che quindi yano piii vasti di esso ma 
di usaie ogni sfoizo per non impiegale cne pioblemi equivabnti 
almeno pioblemi ampliati il meno possibile talché sx gmngt 
il pioblema M che eqiuval^^ ad 4 o almeno ne sia poco più 
ampio Pei questo si d )vi i nel passaggio da ^1 ad un altio 
pioblema tener picsenti ùdti le condizioni i cui dLve sod 
disfate lente incognito talché il secondo pioblema ne n debba 
consistete soltanto nello stesso A ctn qualche condizione di 
meno pioblema che è -veio, e conseguenza di -1 m\ che in 
generile ha più soluzioni di 4 e spesso ne hi luliiiite anche 
se 1 ne ammette un numeio finito 

ih utile notare che se dopo il pioblema dato si trovi im- 
mediatimente quello M che gli e^umle e che si sa iisolvere 
il metodo misto si confmde con quello analitico e con quello 
sint tuo il siinholo e muue e infitti 

A M . 

Si osservi ancora che col metodo misto per concludere se un 
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problema è detei minato o mdeteiminat") non basti li sola ima 
lisi, ma occoiie anche U sintesi potendo M. ossei e semplice- 
mente con eguenza ili -J. senzt equivrtleigli e quindi contu Lio 
un numero maggioie di soluziooi ni &p i \ le impob sibilo 
dopo l'analisi tale e seiiz alti*. 

1. — Nessuno dei tii. metodi esposti può iiteneiy comtleto 
se alti'o non tx at^gi mgi Essi infatti consistono tutti ui con- 
clusione nel iiconduiie U n omzione di un pioblenii A t quelli 
di un altio M su equn ilente o ■lua conseguenza piovancìo 
che per aieiL le soluzioni di A basta conosc re quello di M 
Ma la risposta al pioblema dovendo due anche il numeio e 
la qualità delle soluzioni specnlmente se queste possono es 
aere differenti in difieienti casi occorie un altia paite li quile 
esamini quìli e quante sono le soluzioni di M dipendente 
mente dalla natura dei lati di A, i quih nituralme)te in- 
fluiranno bulH qjalità dei dati di M Tale ultima piite hi 
dice discussione ed indispensabile se «i vuole che U solu- 
zione sia completa 

In questa discus ione tiova luogo lo studio dei vm cosi pii- 
ticolarì in cui possono trovarsi i dati de! problema, giacché nel 
corso della soluzione ai deve tener conto soltanto di questi dati 
senza aggiungervi nessuna altra condizione, e perciò senza di- 
stinguere più casi in cui possono trovafsi. L'analisi e la sin- 
tesi ci danno quindi la risposta generale valida per qualunque 
caso, mentre è ufficio della discussione il vedere come le varie 
ipotesi che si possono fare sui dati influiscano sulla qualità 
delle soluzioni; avvertendo che non è utile il fare nella discus- 
sione se non quelle distinzioni suggerite dagli aspetti vera- 
menti diversi , sotto cui può presentarsi la soluzione , giacche 
il suddividere a priori il problema in casi, sia pur nel corso 
della discussione, può condurre a ragionamenti inutili, potendo 
accadere che per due casi ritenuti distinti la soluzione non 
presenti invece nessuna differenza. 

8. — Qualunque dei tre metodi si adoperi, poiché esso con- 
siste nel ridurre il problema dato ad uno noto, è chiaro clie 
occorre conoscere la soluzione dì un certo numero di problemi, 
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a qualcuno dei quali ridurre quello dato. Il numero di tali 
problemi è senza dubbio indeterminato ; ma s'intende che quanti 
più se ne conoscono, tanto più agoTole sarà il troyare la so- 
liizione di un problema proposto. 

Si pub domandare del resto da quali altri problemi dipen- 
dono alla loro volta tutti quelli clie ci sono noti, cioè quali 
sono i problemi fondamentali da ritenersi come di nota solu- 
zione, per ridurre ad essi hitti i problemi, incominciando dal 
primo che si risolve. A questa domanda non si può rispon- 
dere che in ogni singola scienza: solo possiamo dire in gene- 
rale che tali problemi devono ritenersi immediatamente noti. 
cioè già risoluti col solo enunciai'li, il che in teoria si fa col- 
l'ammettere un postulato che dica appunto tali problemi es- 
aere risoluti dal loro stesso enunciato. Nei capitoli seguenti ci 
occuperemo di tale questione per le scienze (algebra e geo- 
metria) delle quali faremo pai'oìa. 
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PAETE li. 

PROBLEMI NUMERICI. 



GAP. I- 
Problemi cosidetti aritmetici. 

^ Nel rapitjlo piecedeiite si e detto in gL oi U d 1 
modo di nsoheie pioblemi lelitni i, qualunque ùtienzi dob- 
hiimo Ola oicupiici di appinzare lo cose dette lUe questioni 
di raateiiiitica, pailandi dei pioblemi numeiici e di quelli 
gpometiici 

Pia 1 pnini oltie quelli ilgebnci propnaraente detti di cui 
CI occupeiemo dopc it ne sono ilcuni pei quali soglio '.ptn- 
deie qualche parola quelli cosidetti aritmetici ("), cioè quelli 
in CUI CI SI serve di immen espiimenti solo valoie assoluti e 
lappiesentati con ciùe nfìla '^olu^ione dei quali non è im- 

(*) 4dopro liiieste l'uole « cosidPtti aiitnietici » peidie «i iTTerta clic 
1 uso che ?uol firsi della piiola antmetico » pei indicare ci che si ri 
ferisce ai lalon assoluti ed e espresso m cifie del sistema deamale senza 
fare ubo di simboli letterali è falso Infatti se laiitmetica è la scienzi dei 
numeii essa deve studiare i nnmeii m qualunque modo siano indicati cosi 
m cifre come con lettere einolue non deve hraitarsi a studiate i numeri 
nel solo loro valore assoluto invece che anche co! segno ma antichi usi 
e la divisione ufficiale delle materie d insegnamento fatto secondo tali usi 
hanno oramai al iluato i false loiuzioni p mi sono peimesso di adopr\i 
10 pure li paioli « iiitmptjc g iistificindumi [praltio e 11 ^gglulvelc, 
1 altra « cosideiti » 
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messo (o perchè supposto non ancora noto, o per qualunque 
altro motiTo) l'uso delle lettere. 

Mostrerò con esempi che il metodo da seguire in una riso- 
luzione razionale di tali problemi è il metodo analitico puro: 
riuscendo qui specialmente difficile l'indovinare il problema da 
cui pai'tire per seguire il metodo sintetico, il quale piuttosto 
si presta ad una verificazione del rìsultatOj trovato che aia. 

È chiaro che in tali problemi sono da prendersi come problemi 
fondamentali (8) le operazioni note dell'aritmetica da eseguii-si 
su numeri dati o caleol.iti, cioè, coniiioque, conosciuti. 

10. — RsEMPio 1". ~ Bue cannelle, essendo aperte se- 
paratamente, riempirebbero una vasca ciascuna rispettivamente 
in 4 ore e 5 ore In quanto tempo la riempirebbero, se stes- 
sero aperte contemporaneamente? 

Il numero di ore che si cerca deve es-iei tale d.i lemlcro 
la somma delle (Quantità, d'acqua versata duiante esso dalla 
1" e dalla 2^ cannella uguale a quella contenuta nella vasca 
intera: quindi, poiché la quantità d'acqua di cui e capace la 
intera vasca non è data rispetto alle unità oidmniie di mi- 
sura (litri, chilogrammi, ecc ) e non ci è quindi concesso die 
d'indicarla rispettc» all'unità « vasca intera » col numero 1, il 
problema dato si riduce a questo : 

Trovare un numero d'ere tale ehe la somma delle fra- 
sioni di vasca -riempite durante esse dalia 1^ e dalla 2" can- 
nella sia 1, 
problema che è chiaramente equivalente a quello dato. 

Ora, siccome le cannelle riempiono la vasca rispettivamente 
in 4 e 5 ore. in una sola ora ne riempiono rispettivamente 

1,1 .... 1.1 

4 "^ o 

cerciito è tale che, 

esse si riempie la vasca intera. Til poiché se io un'oi'a si riem- 

9 
piono i — della vasca, per avere la porzione di vasca liem- 
20 ^ 

pita in un certo numero di oro si deve moltiplicare --- per 
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questo numero, si ha ancora il nostro probleoia liilotto al- 
l'altro, cliiaramente suo reciproco : g 

Trovare unnitmero pel quale ìnolttphcando —si ottenga \. 

E siccome una tale questione è nota e si risolve con una 
divisione, così eseguendo questa divisione si ottiene come rieiil- 

nuraero di ore che si domandava. 

Il problema è stato risoluto con metodo analitico pm-o. 
La discussione si limita a riconoscere che il risultato esiste e 
che non vi sono distinzioni in esso. 

Esempio 2", — La circonfercnsa (ielle ruote minori di una 
carrossa è di m. l,H(l, quella delie maggiori è di m. 2,40. 
iSi clomanda quanti giri avranno fatto le seconde ruote 
quando le prime ne abbiano fatti 160. 

Poiché per il modo con cui le ruote si muovono normal- 
mente sul terreno, rotolandovi senza strisciarvi, ogni giro di 
una ruota minore si compie quando la carrozza si sposta di 
m. 1,80, ed ogni giro di una maggiore quando la carrozza 
si sposta di m. 2,40, e poiché inoltre, essendo le ruote ap- 
partenenti alla stessa cari'ozza, si spostano entrambe ugualmente, 
il nostro problema si riduce a questo, che gli equivale: 

l'rovare quanti giri deve fare una ruota che per ogni 
giro si sposta di m. 2,40, per raggiungere uno spostamento 
pari a quello di un^altra che per ogni giro si sposta di 
m. 1,80, quando questa faccia 160 giri. 

E poiché lo spostamento della ruota si ottiene moltiplicando 
il numero dei giri per la lunghezza della sua circonferenza, 
siamo ridotti al problema seguente, reciproco dei precedenti: 

Trovare un numero che moltiplicato per 2,40 dia pei- 
risultato lo stesso prodotto che si ha moltiplicando 1,80 
per 1130. 

Ora siccome tal problema si sa risolvere col moltiplicare 1,80 
Jior 160 e dividere il rìsuHato per 2,40 ottenendo così per 
prodotto 120, ai conclude che il numero cercato di giri è 120. 

Anche qui la discussione, come in generale in tutti i pro- 
blemi così detti aritmetici, sì riduce a constatare la risolu- 
bilità del problema, e si renda quindi superlìua. 
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GAP. U 
Problemi algebrici. 

§ l. — Equazioni ed inequazioni. 

11, — I problemi piiramente algebrici, le cui incognite sono 
semplicenionte numeri che non si devono riferire a nessuna 
grandezza, consistono nella risoluzione di un' equazione o di 
una inequazione, o di sistemi di queste e di quelle, che sono 
dati immediatamente o che si rilevano da un enunciato eiie 
li descrive a parole. Diremo, per riferirsi a tutti i casi, che 
il problema algebrico deve risolvere un sistema di relazioni, 
che indicheremo con S. 

Il metodo che si suol seguire nel fai-e tale risoluzione è 
l'analitico puro, od il misto. Si passa infatti in generale dal 
sistema S ad uno di soluzione nota, e ciò seguendo alcuni 
principii generali che si danno in tutti i trattati. Tali prin- 
cìpi! insegnano operazioni che trasformano S in un sistema 
equivalente od in uno soltanto conseguenza di quello dato ; se 

dunque si dicono S,, S^, S,, 5" gli altri sistemi 

clie successivamente se ne deducono per giungere a quello S' 
noto, si avrà anche qui, come in generale, la catena di pro- 
blemi, che qui sono equazioni, inequazioni o sistemi di esse, 

(1) s'X X~*4i~^ - ■ ■'^^S'. 

Se i sistemi usati sono tutti equivalenti fra loro, la catena 
potnì, scriversi 

(2) S^X~^S,^'%^- ■ ■ -'^^S', 

e il metodo seguito per la risoluzione sarà analitico puro, e 
la risoluzione del sistema 8' darà completamente quella di S\ 
Se invece non saremo sicuri d eli' eqiii valenza di almeno due 
consecutivi S^., S,. ^ , dei sistemi usati, !a catena (1) ci darà 
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- 13 - 

iin'anilifi eempHce ed il metoiio sarà misto; e giunti al si- 
stema S' occoiieià. U sinte'Ji pei decidere se lo soluzioni di 
5' sono tutte o no soluzioni di S, e scegliere fra esse, se oc- 
coiia quelle che lo sono Cfuest ultima parte consistendo uni- 
camente nelh sostituzione delle '.oluzioni di 8' al posto delle 
incognite m S lassomiglia \11 operazione che si fa come ri- 
prova di calcolo, e talora si indica appunto con questo nome 
di riprova; ma è una vera sintesi, per quanto sia cosi facile, 
rapida ed uniforme, 

l'I. — 1 problemi fondamentali da ritenersi noti per le 
equazioni sono le relazioni x = a, per le inequazioni le rela- 
zioni x^a, con a numero noto od espressione algebrica com- 
posta con numeri noti, la cui l'isoluzione è immediata ed è 
fornita dalle equaijioni o inequazioni stesse; per i sistemi il 
problema fondamentale è dato da un gruppo di relazioni si- 
mili alle precedenti, una per ogni incognita. Perchè un sistema 
sia risoluto occorre dunque che si riduca ad equazioni od ine- 
quazioni del tipo accennato, a meno che non si giunga prima 
ad un sistema S già risoluto, e del quale quindi si conoscano 
le soluzioni. 

13. ~ La discussione in tale sorta di problemi è, come si 
vede, molto semplice, riduceodosi ad esaminai-e se le equa- 
zioni x^=a, o le inequazioni x^a danno sempre o no so- 
luzioni, e quante: giacché o et è un numero effettivamente cal- 
colato, e la discussione è inclusa nella risposta stessa, o a è 
un'espressione algebrica, ed allora non avremo che da giudi- 
care se a ha sempre un significato o no per ogni valore delle 
lettere che compariscono in essa, oppure lo perde per qualche 
valore speciale {come accade se comprende qualche divisione 
il cui divisore può essere zero, o qualche estrazione di radice 
o di logaiitmo di un'espressione che può essere negativa, se 
nell'algebra non si siano ancora introdotti i numeri complessi) 
oppure se possiede piii di un valore {come accadrebbe quando 
contenesse la radice di grado pari di una espressione positiva). 

Se si è seguita un' analisi pura , questa parte conserva il 
suo nome di discussione; ma se si è seguito il metodo misto 
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ai suole spesso fondere questa parte colla sintesi, insieme alla 
quale si tratta contemporaneamente, ed allora il nome di di- 
) si suole dare aU'insieme di queste due parti. 



14. — Fra le operazioni che trasformano un'equazione od 
un'inequazione in un'altra equivalente, e clie quindi ci danno 
un metodo analitico puro, cito: aggiungere o togliere un me- 
desimo numero ai due membri, moltiplicare o dividere questi 
per un numero costante diverso da zero, mutarli entrambi di 
segno, prendere di entrambi i logaritmi nella stessa base e 
estrarre da entrambi la radice con uno stesso indice intiero 
dispari (cambiando senso alla inequazione quando occorre): e 
per ì sistemi, molvere un'equazione rispetto ad un'inco- 
gnita sostituendo il valore trovato nelle altre equazioni, risol- 
verle tutte uguagliando i valori ti'ovati, ecc. Fra quelle che 
trasformano le equazioni od inequazioni m \ltie soltanto con- 
seguenze ma non n ecessai i ara ente equivalenti i quelle date, 
cito la moltiplicazione pei un espicssione inteia i spetto alle 
incognite, l'elevazione al imo "Stesso esponente intero e pari 
dei due membri ecc le quali anche quando siano applicate 
una sola volta nel processo di risoluzione esigono una sintesi. 
Non ho ricoidato la divu>ioue pei espie'^&iom contenenti le in- 
cognite, conducendì essa in geneiale a relazioni piii iistrette 
dì quelle a cui si applica, e non piestando->i quindi ad una 
risoluzione coi metodi di cui ci occupiamo se non completandola 
con speciali i igionamenti e neppuie 1 estiazione di radice di 
indice pari, la quale, quando è possibile, scinde l'equazione 

in due, giaccliÈ da A^B discende +]/A — +\'B, o — |/^ — 

15 — È bene avvertire che, specialmente quando non si 
sia svolta una teoda speciale dei sistemi di inequazioni, si suole 
risolvere il sistema delle sole equazioni fomite dal problema, del 
quale sistema nei trattati è data la teoria generale: ed allora ogni 
inequazione che sia data insieme a queste equazioni apparisce 
come una condizione di cui non si è tenuto conto nell'analisi. 
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e di cui occorre poi tener coato nella discussione. Se il problema 
non forniece che una sola inequazione ad lina incognita., la ri- 
soluzione di essa destinata o a rispondere direttamente al pro- 
blema, 86 questo cansiste in essa sola, o a discutere la soluzione 
già. avuta, si fa secondo le norme che sogliono essere date nei 
trattati, almeno per le inequazioni di 1° e di 2° grado. 

IG. — EsEMi'io 1". — Sia l'equazione 

d e 

Possiamo supporre fin da principio che e e d siano diversi 
da zero, altrimenti l'equazione stessa non avrebbe significato, 
contenendo divisioni col divisore zero. Moltiplicandone entrambi 
i membri per ed (che non è zero per la ipotesi fatta) e com- 
piendo le operazioni dì trasporto di termini ei:c., le quali, 
com'è noto, cambiano l'equazione iu una equivalente , si ha 

xd{2c — b) = c{d"- ah), 

donde dividendo per d(2c — h) si ha 

_ c[d^-ah) 

^'~ f;(2o- h)' 

Il metodo seguito è di analisi pura. La discussione mostra 
ora che se può esistere ed essere unico, o non esistere, e questo 
accade quando il solo denominatore è zero , o essere di un 
valore qualunque, quando oltre a ciò sia zero anche il nume- 
ratore. Dunque il problema proposto è determinato e di 1° 
grado se 2c5&, impossibile se 2c-:^h e (/- J n?>, indeter- 
minato se 2c:= 6, c?^ — a&. 

Esempio 2". — Sia l'equazione 

1 I a 



(X — t et — ■ \ju Ci -\- y it — J/ A' 

dove il simbolo ^ " indica per convenzione il valore po- 
sitivo del radicale. Se togliamo i denominatori, riduciamo 
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ed deviamo a ijiiaclrato colle consuete regole , otteniamo la 
equazione 

donde, estraendo la radice. 

Pili qui si è seguita un'analisi, ma non col metodo puro, 
giacché abbiamo fatto una moltiplicazione per un'espressione 
contenente l' incognita ed un'elevazione a quadrato : per cui 
occorre una sintesi, che consiste nel sostituire i valori tro- 
vati nell'equazione data. Siccome tale sostituzione mostra 
che le radici trovate soddisfano, e che quindi il sistema delle 
due equazioni (non simultanee) 



equivale all'equazione data, si concìude che le soluzioni della 
nostra eqiiazione sono i due valori di x ora citati. La discus- 
sione, osservando che tali formole ottenute per x rappresentano 
ciascuna sempre un numero ed uno solo senza eccezione, con- 
clude che la nostra equazione è un problema determinato e 
del 2° grado. Che se invece si risolvesse questo problema 
quando nell' aritmetica ancora non si conoscono i numeri 
irrazionali, mentre resterebbero inalterate l'analisi e la sintesi, 
la discussione concluderebbe che il problema della nostra 
1 è impossibile. 



17. — Credo importante il far notare che le equazioni ed 
inequazioni si sogliono studiare nel corso cosidetto di algebra 
(comprendente il calcolo letterale ed una parte della vera al- 
gebra) nel quale si usano i numeri col segno + o — : e che 
quindi tutta la teoria delle equazioni ed inequazioni è sempre 
intesa riferita soltanto a tali numeri col segno. 

Non si deve concludere da questo che non si possa fare 
una teoria delle equazioni ed inequazioni anche nel campo dei 
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numeri dell'aritmetica ( differenti da quelli usati nell' algebra 
in quanto esprimono un solo valore assoluto senza nessun segno) 
e, volendo, anche in qualche parte speciale di questo campo 
( p. es, fra i numeri interi ) o di quello dei numeri del- 
l'algebra. Simile trattazione non suole farsi, soltanto perchè 
può servire quella fatta sui numeri col segno , aggiungendovi 
facili riflessioni. 

Se la questiono sia di risolvere sistemi S di equazioni od 
inequazioni con soluzioni appartenenti ad un campo speciale 
dell'algebra (p. es. numeri soltanto negativi), non avremo che 
da risolvere il sistema S negli ordinari modi, e scegliere fra 
le sue soluzioni, che sono quindi del completo campo algebrico, 
quelle della natura voluta. 

Ma se la questione si riferisce a numeri del campo dell'arit- 
metica , e le equazioni od inequazioni proposte sono scritte 
appunto in tale ipotesi e contengono numeri incogniti e co- 
gniti di quel campo, non si dovranno risolverle senz'altro, 
giacché in tal modo si userebbero mezzi propri dell'algebra 
su numeri non dell'algebra. In questo caso, quando si rinunzi, 
come si fa sempre, a svolgere dapprima la teoria delle equa- 
zioni ed inequazioni nel campo aritmetico , dovremo adattare 
la questione al campo algebrico, convenendo che i numeri che 
dobbiamo usare siano sostituiti da quelli dell' algebra aventi 
il loro stesso valore assoluto ed un segno arbitrario, ma de- 
terminato, uguale per tutti (generalmente il +) e risolvendo 
poi le relazioni che cosi si ottengono coi metodi ordinari. Si 
sceglieranno poi in ultimo fra le soluzioni quelle che avranno 
il segno stabilito, che si intei-preteranno considerandone il solo 
valore assoluto, e si rigetteranno quelle di segno opposto, 
come non corrispondenti alla questione nostra. 



g II. ^ Protilemi algebrici con emmeiato. 

18. — Se un problema è tale che gli enti di cui si occupa 
siano già espressi in numeri o consentano di essere rappresen- 
tati da numeri (per mezao della misura), esso potrà, general- 
mente risolvom col sussidio dell'algebra. Se infatti si pone 
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mente alle condizioni da esso espresse e, indicando con lettere 
(generalmente x, p, s, ■ -.) le (Quantità incognite, si esprimono 
in formule le uguaglianze o disuguaglianze di cui fa parola 
l'enunciato, si viene a dedurre dal problema P un sistema S 
di equazioni od inequazioni a cui devono soddisfalle le incognite 
del problema. Sarà dunque S equivalente a P o sua conse- 
guenza ; e se sarà tale da sapersi risolvere riducendolo ad un 
sistfima S' (come si è dotto nel paragrafo precedente), avremo 
la catena ridotta 

clic indicherà essere 8' conseguenza di P, 

Se ora S riproduce tutte senza eccezione io condizioni espresse 
in P, dimodoché possa dirsi equivalente a P , la catena si 
potrà scrivere 

talché se S' equivale ad S, equivarrà a.iiche a P e si potrà 
porre 

P^Xl" , 

e le soluzioni di S' saranno tutte e sole quelle di P, otto- 
nnie cosi con un metodo analitico puro; mentre se S' e solo 
conseguenza di S, occorrerà una sintesi che scelga fra !e so- 
luzioni di S' quelle di S, le quali saranno tutte anche di P. 

Se invece 8 non riproduce tutte le condizioni di P, allora 
P ed 8 non saranno equivalenti , non potendo quindi esserlo 
P ed S' neanche se lo sono 8 ed 8'. 11 metodo di risoluzione 
allora è necessariamente misto, ed occorre la sintesi colla quale 
non basta più riconoscere quali soluzioni di 8 convengono ad 
8', ma occorre vedere quali si adattano a P. 

In generale dunque il cammino da seguirsi è questo: 1° Da 
P si deduce 8 (iuta voi azione del problema). 2," Da 8 si de- 
duce 5" di soluziono nota (risoluzione dì S). 3° Se occorre, 
si vede se le soluzioni di S" convengono ad t? e si scelgono 
quelle opportune (prima parte della sintesi, relativa alle equa- 
zioni ed inequazioni). 4° Si vede se le soluzioni ritenute per 
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S obbediscono alle condizioni di P non volute o non sapute 
esprimere in ^, e si scelgono quelle che soddisfano (seconda 
parte della sintesi, relativa al problema). 5" Si discutono le 
soluzioni di P' ritenute per P, — Non occorro la 3^ ricerca, 
se per passare da S i).à S' si fanno soltanto operazioni di 
quelle che cambiano un sistema in uno equivalente- 

Nei problemi algebrici la 1* parte ritiene il nome accennato 
di intavo] anione; la 2* si dice soluzione delle equazioni ed 
inequazioni ; la 3^ e la 4* si sogliono unire alla 5^, ed al loro 
insieme si suol dare il nome di discissione. 

19. — Fra le operazioni cbe ora si sono indicate per la 
risoluzione di P , la prima, cioè l' intavolaziono , che è una 
parte dell'analisi, presenta la maggiore incertezza. 

Eegole precise per intavolare un problema non possono darsi. 
L' intavolaziene non è che una traduzione dell'enunciato del 
problema, cbe è dato in linguaggio ordinario (e perciò spesso 
anche con tutte le incertezze proprie di questo), e che si tratta 
di trasportare nel linguaggio più sobrio e più conciso delle 
formule : s' intende dunque come tale traduzione non possa 
riuscire agevole se non a chi possegga molta pratica dell'algebra. 

Può darsi in generale solo questa indicazione. Si rappre- 
sentino con lettere, p. ee. x,y,St .., le incognite, e con alti'e 
a, h, e, ... lo quantità supposte note (oltre quelle date espli- 
citamente nell'enunciato). Indi, cercando di ricavare dalle frasi 
dell'enunciato le relative operazioni che devonsi eseguire sui 
dati e sulle incognite, le si compiano se si può, altrimenti le 
si accennino ; avranno cosi origine delle espressioni algebriche, 
che l'enunciato mostrerà, doversi assoggettare a qualche rela- 
zione di uguaglianza o disuguaglianza con altre o con numeri 
dati. L'espressione di tali uguaglianze e disuguaglianze condurrà 
al sistema di relazioni S, col quale è intavolato il problema. 
In generale le operazioni da compiersi sui dati o sulle inco- 
gnite sono quelle stesse che si farebbero su valori scelti ad 
arbitrio, per verificare se essi corrispondono o no alle condi- 

Non si dimentichi che spesso si agevola l' intavolaziene di 
un problema col prendere come incognite anche altre quan- 
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tità oltre quelle cercato, perchè esae permettono talora di espri- 
mere sotto forma semplice condizioni altrimenti complicate. Si 
intende clie il numero delle relazioni da cercare aumenterà 
coll'aumentare del numero di queste incognite. 

20. — Abbiamo visto che il metodo di rieoliizione cambia 
specie, secondochè il sistema di relazioni S dedotto dall' inta- 
volaziene del problema dato P riproduce o no tutte le con- 
dizioni dì P. 

Non potrà S per necessità riprodurre tutte le condizioni 
espresse in P quando qualcuna di esse non si possa esprimere 
in linguaggio algebrico, o perchè non è per sua natura espti- 
inibile in numeri , o perchè manca il simbolo corrispondente, 
o perchè anche ideando un tale simbolo non ne esiste la cor- 
rispondente teoria. Accade questo quando le soluzioni di P 
siano richieste (o esplicitamente, o implicitamente dalla na- 
tura stessa del problema) fra i numeri di un campo speciale 
di quelli dell'algebra, dovendo invece essere S un sistema di 
relazioni fra numeri generali deE 'algebra per poterlo risolvere 
secondo le ordinarie teorie. Dicasi lo stesso per il caso (del 
resto il più frequente quando il problema P sia attinto alle 
qixestioni comuni della vita) in cui la soluzione deve appar- 
tenere ai numeri dell'aritmetica, pure essendo costretti ad usare 
per la risoluzione le equazioni ed inequazioni ordinarie che 
sono trattate nel campo dell'algebra. 

In questo secondo caso , si può ricordare quanto si è già 
detto parlando delle equazioni ed inequazioni (17), Si ossem 
che tutti i numeri di uno stesso segno , considerati fra loro 
soltanto , non differiscono che per il valore assoluto, e co- 
stituiscono quindi una classe di numeri dell' aritmetica. Ne 
viene che le grandezze della questione P che si dovrebbero 
esprimere coi numeri dell'aritmetica si possono indicai'e tutte 
coi numeri positivi, oppure tutte coi numeri negativi, serven- 
dosi di essi per stabilire le equazioni od inequazioni. Allora, 
riflettendo che ì numeri col segno scelto hanno un' interpre- 
tazione nel nostro problema e gli altri col segno opposto no, 
resta sottintesa e non espressa nel sistema S la condizione di 
avere numeri con quel segno, condizione di cui occorre tener 
conto nella discu^ionè, per rigettare lo soluzioni che fossero 
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risultate di sagno opposto. Ordinariamente per indicare le gran- 
dezze in questione si sogliono scegliere i numeri positivi, i quali 
col loro modo di scrittura rassomigliano quelli dell'aritmetica, 
ed allora sono da rigettai-si le soluzioni negfitiye : diciamo anzi 
che tale conTenzione si fa quasi sempre tacitamente (sebbene 
ciò non sia esatto) e non si accenna, quasi fosse necessaria. 
Talvolta occorrono soluzioni che siano non solo numeri 
dell'aritmetica, ma di piii numeri speciali fra essi, p. es. gli 
interi; si tiene ancora lo stesso processo, escludendo nella 
discussione le soluzioni che non sono della natura Toluta, Cosi 
accade quando il problema ricerca p. es. un numero di per- 
sone, ed in generale un numero di enti indivisibili , dovendo 
la soluzione essere un valore assoluto intero. 

21. — Alla discussione spetta dunque in tali questioni un 
doppio ufficio : quello di vera discussione per riconoscere se 
le formule risultanti rappresentano sempre numeri,, se uno solo, 
nessuno, o infiniti, e dì qual natura, e quello di parte della 
sintesi per vedere se le soluzioni trovate sono o no del campo 
nel quale è possìbile interpretare P. Se le soluzioni sono 
espresse in cifre, la discussione consiste puramente nell'imme- 
diato riconoscimento se il numero esiste o no, od è della na- 
tura voluta: se invece sono formule dell'algebra, allora la 
discussione deve occuparsi di vedere se per qualunque valore 
delle lettere vi è soluzione o no, e in questo ultimo caso per 
quali valori o per quali limiti si abbiano soluzioni, e con 
quali condizioni per le lettere rappresentanti i dati si abbia 
una soluzione adatta al nostro problema. 

32. — Quanto a vedere se il risultato rappresenta o no 
sempre un numero, si osservi che ciò dipende dal punto in 
cui siamo nello studio dell' algebra , giacché un' espressione 
cessa di indicare un numero soltanto quando accenna ad 
un'operazione che non si può compiere, se si deve scegliere il 
suo risultato fra i numeri noti fino a quel momeiito. Per chi 
conosce l'intera algebra, sole operazioni impossibili sono la 
divisione per zero, la potenza 0°, la radice con indice zero, 
il logaritmo di zero ; talché dove tali operazioni non compari- 
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scono, la soluzione esiete. Se i numeri complessi non si cono- 
scono (come 6 frequentemente il caso nei corsi liceali) si 
possono avere altre impossibiliti!., essendo impossibili allora, 
oltre le operazioni dette, anclie le radici di grado intero pari 
dei numeri negativi, i logaritmi dei numeri negativi. 

93. — Quando la soluzione sia richiesta nel campo alge- 
brico dei numeri con un certo segno (o nel campo aritmetico 
reso, come si è detto, identico al campo dei numeri algebrici 
di uno stfisso segno) è da rigettarsi, come non rispondente al 
nostro problema, ogni soluzione che risulti di segno opposto 
a quello stabilito. Per altro conviene sempre esaminare se 
questa soluzione, presa col segno opposto, convenga ad un 
problema di poco differente o più generale di quello proposto. 

Accade generalmente ciò quando le grandezze a cai si rivolge 
la nostra questione siano di quelle per le quali è ammissibile 
il concepirle formate in due sensi differenti, in modo che a 
quelle ottenute in un certo senso si posano far corrispondere 
i numeri positivi, alle altre i numeri negativi: la soluzione 
nel senso da rigettarsi si può allora interpretare spesso come 
una soluzione nel senso opposto a quello che era richiesto. E 
così, se la questiono richiedeva p. es. fra quanto tempo ac- 
cade un certo avvenimento, per il che si esige un numero 
dell'aritmetica, se il tempo da trascorrere si era convenuto 
di indicarlo coi numeri positivi, la soluzione negativa che si 
ottenga accennerà impossibilità che l'avvenimento accada nel 
futuro, ma insieme potrà dire che è accaduto tanto tempo fa 
quanto indica il valore assoluto della soluzione negativa tro- 
vata. E se, p. es., il problema richiedeva il numero di gradi 
di cui deve essere riscaldato un corpo perchè raggiunga una 
temperatura opportuna, e si conviene di indicare col segno 
negativo questo numero cercato, la soluzione positiva dice che 
il corpo si deve raifreddare di quel numero di gradi che è 
indicato dal suo valore assoluto. 

Ma una simile interpretazione non è per altro sempre pos- 
sibile : occorre per essa c!ie si vegga fino da principio che se 
si indicassero coi numeri del segno scelto le grandezze contate 
in direzione opposta a quella richiesta (tempo passato, se è 
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chiesto futuro, gradi aopra zero, se sono chiesti sotto zero, ecc.) 
risulterebbero relazioni simili a quelle trovate, colla sola dif- 
ferenza elle l'incognita si sottragga dove iirima si addizionava 
e viceversa, giacché queste relazioni non essendo che lo pri- 
mitive dove l'incognita « si è cambiata in ~x, le soluzioni 
ottenute in principio col segno opposto a quello voluto ci for- 
niscono soluzioni col segno voluto di queste relazioni modifi- 
cate, e rappresentano quindi grandezze nel senso opposto a 
quello cercato. E questo non sempre accade. Cosi p. es.: se 
la questione ricerca quante persone sono presenti in una stanza 
e, convenuto di indicare il loro numero col segno positivo, si 
fa l'equazione corrispondente e sì trova una soluzione negativa, 
evidentemente non essendo la grandezza in questione suscetti- 
bile di interpretazione in due sensi, la soluzione negativa in- 
dica semplicemente impossibilità, almeno finché l'enunciato 
non si modifichi. Né si può fare l'interpretazione anzidetta 
quando, p. es., il problema richiegga a quale distanza da una 
stazione intermedia di una linea ferroviaria verso una deter- 
minata delle stazioni capo-linea si è trasportata della mer- 
canzia, date alcune condizioni che riguardino la spesa fatta, 
giacche o si trasporti la merce verso quella stazione capo- 
linea o verso l'altra, sebbene il cammino sia fatto in sensi 
opposti, pure trattandosi dell'uno o dell'altro caso la di- 
stanza X figurerà sempre ugualmente aggiunta o ugual- 
mente sottratta , ed il risultato non avrà interpretazione , a 
meno che l'enunciato del problema non sì modifichi in modo 
da condurre ad equazioni differenti da quelle trovate solo 
perchè x è cambiato in — x. 

È opportuno, fino da quando si stabiliscono le equazioni 
e le inequazioni, il vedere se siamo nel caso in cui la gran- 
dezza incognita sia suscettibile di essere contata in doppio 
senso, e se quando si conta in senso opposto a quello voluto 
ciò produca nelle equazioni ed inequazioni soltanto differenzi 
nel segno di x: giacché allora, trovando soluzioni di segno 
opposto a quello voluto, potremo interi retarle immediatamente. 

34. — EsEMl'io. — Due persone A e B hanno le età ri- 
spettive a e b. Fra quanto tempo aceadrà die A abhia 
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un'età uguale ad m volte quella cht essa aveva quando B 
aveva un'età n-pìa di quella che avrà allora A? 

Il tempo da trascorrere dovrebbe essere indicato da un va- 
lore assoluto: intenderemo indicarlo con un numero positivo, 
che sia 3:, e come positive riterremo le età, a e 6 ed i nu- 
meri m ed n. Allora l'etÈt che avrà A dopo trascorsi questi 
X anni sai-à a+w, numero che dovrà essere uguale ad m 
volte l'età che aveva A, quando B aveva un'età «-pia di 
quella che dopo x anni avrà A. Ma siccome A fra x anni 
avrà l'età a+x, e B attualmente ha l'età h, il tempo tra- 
scorso da quell'epoca a questa è b — n{a-{-x): quindi in quel 
momento A, che ora ha a anni, ne aveva a-{b — n{a + x)\, 
e l'equazione cercata è 

(1) . . . » + a; = .4»-(S-«(r. + i))]. 

È chiaro che se il problema cliiedesae quanto tempo fa è 
accaduto l'avvenimento in questione, l'equazione (se le solu- 
zioni si vogliono positive) equivarrebbe a questa in cui x si 
cambiasse in — x: quindi le soluzioni negative che si possono 
trovare nell'equazione (1) si potranno interpretare, secondo 
quello che si è detto in generale, come riferentesi ad un tempo 
passato. 

L'equazione (1) costituisce il sistema che si è detto in ge- 
nerale S, e riflette tutte le condizioni di P, eccetto quella che 
X sia positivo. Risolvendola, si ha la seguente equazione S' 
equivalente ad S, 

m{6— a) -—a{mn— 1) 
mn — 1 

Questa espressione, affinchè rappresenti un numero ed uno 
solo, deve avere il denominatore diverso da zero : e cosi per il 
caso di mn^l si avrà una soluzione dell'equazione ed una 
sola, che allora può esprimerei cosi: 

__,»(S-o) _ 



Per il caso di m» — 1, non avremo nessuna soluzione se 
il numeratore non ò zero, e qualunque numero sarà invece 
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soluzione se è zero anche il numeratore. E poiché per )iin = l 
il numeratore si camhia in m(i — a), si conchiude che se sìa 
mn = l ed a^h, l'equazione non ammette soluzioni, ed am- 
mette invece per soluzione qualunque numero se a = i. 
Quanto al problema, si richiede di più che la soluzione sia 

positiva zero. Se dunque con nm — l^*^ sia— — -r-^«, i! 

prohlema avrà una soluzione positiva o zero, la quale in questo 
ultimo caso ci dirà che il caso voluto avviene nell' istante 

in cui si parla. Se invece sia — < a , il prohlema, tale 

mn — 1 

qiial è, sarà impossibile; ma la soluzione negativa ci dirà che 

quello che si richiede è già accaduto, e tanti anni fa quanti 

ne indica il valore assoluto della soluzione stessa. E quando 

sia mn— 1=0, se è a^=h qualunque numero soddisfa, cioè 

quello che si chiede è sempre avvenuto ed accadrà sempre, 

mentre se è « S & non accade nò è accaduto mai. 
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PARTE III. 

I PROBLEMI GEOMETRICI. 



GAP. I. 
Problemi geometrici in generale. 

25. — Per la risoluzione dei problemi di geometrìa vale 
quanto si è detto in generale nella parte 1*, giacché si se- 
guono rigorosamente i metodi accennati allora, preferendo per 
il solito il metodo misto. Occorre peraltro dirne qualcosa di 
più, a causa della natara speciale degli enti geometrici, che 
permette per tali problemi Tuso delle figure, segnatamente 
nell'analisi. 

E per dire appunto della figura, premettiamo anzitutto 
che essa non è parte essenziale ma soltanto un accessorio non 
indispensabile di ogni questione geometrica, a causa della idea- 
lità degli enti geometrici, i quali non possono perciò dise- 
gnarsi ; talché il disegno non è in sostanza che un simbolo, 
che serve di filo direttivo por tenero unite e coordinate le 
idee da svolgere nella questione. Non si deve dare quindi 
alla figura un'importanza che non ha, e tanto meno si deve 
fondare un ragionamento su certe apparenze speciali che essa 
possa presentare. 

Si pensi che rappresentando i dati colla figura, questa per 
necessità non riproduce che un caso speciale, quello disegnato, 
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e che per condursi a quello generale deve la mente fare astra- 
zione da certi aspetti speciali che presenta il disegno. Né si 
creda che basti, per essere nel caso generale, scansare nel 
disegno quei casi che sono soliti a considerarsi come speciali; 
giacché appunto nello scansare questi si disegna il caso in cui 
essi non accadono, che è pur sempre un caso speciale. E 
cosi se p. es. è dato un triangolo senz 'altra condizione , sa- 
rebbe farne un caso speciale il disegnarlo equilatero od isoscele ; 
ma so per non cadere in questo caso si disegnasse scaleno, 
saremmo sempre in un caso speciale indicato appunto da questo 
nome, e per necessità dovremmo sempre disegnare o questo o 
quello. E parimenti se il dato riguardasse, p. es , un punto 
ed un circolo, nel tracciare le figure si disegnerà sempre uno 
dei tre casi speciali, o che il punto sia sul circolo, o che sia 
estemo, od interno, mentre il caso generale è quello in cui il 
punto ha posizione qualunque 

Né si creda di ovviare del tutt> i tile inconveniente col 
disegnare tante figure quanti sono i casi '>pedali, ragionando 
poi contemporaneamente su tutte iviemo sempre 2, 3, 4, ecc. 
figure, che saranno una pei ogni ciso hguie speciali di quel 
caso speciale. Per es nel ciso del tiiangolo il triangolo sca- 
leno disegnate avrà i Kti m un ceito rapporto e non in un 
certo altro, ecc. Nonostante laitifizio oia accennato è, dopo 
quello di fare a meno delli hguia il piò adatto per evitare 
errori, se, come si e detto il ragionimento si conduce in modo 
da adattarsi a tutti i casi Per chi h^ qualche pratica di geo- 
metria basterà peialtro ceicii di disegnare i dati almeno non 
in un caso troppo speci ile e comunque di non tener conto 
mai nel ragionamento delle condizicni che oltre quelle date 
nell'enunciato, si siano, anche inavvertentemenfe, introdotte nelle 
figure per rendere speciali i dati. 

36. — Rappresentati i dati nel modo più generale che si 
possa, o, se il disegno si presenta troppo differente per i vari 
casi, disegnati tutti i principali aspetti dei dati per fate su di 
essi simultaneamente il ragionamento come se l'insieme di es-si 
corrispondesse al caso*generale, si tracci approssimativamente 
una figura che soddisfaccia alle condizioni del problema, il che 
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riuscirà facile a chi sappia pur poco di disegno. Questa figura 
permetterà di studiare le relazioni che passano fra gli enti che 
compongono la figura data e quella cercata {oltre ad altri 
enti ausiliari che si creda utile aggiungervi) ; allora si tenterà 
di semplificare il problema trasformando le condizioni che le- 
gano questa e quella in altre più facili o, comunque, di altro 
aspetto, in modo da ridurre il pi'oblema ad un altro, conse- 
guenza del pdmo, e così si procederà finché si giunga ad uno di 
nota soluzione. A questo punto termina l'analisi e comincia la 
sintesi, colla quale si deve dimostrare che gli enti soluzioni di 
quel problema (senza curarsi di quanti sono, e se esistono 
sempre o no) soddisfano al problema dato, o scegliere fra essi 
quelli che convengono. Molto spesso suole accadera il primo 
caso, giacché i problemi a cui si riduce quello dato si pro- 
cura che siano equivalenti ad esso, ed- allora si può dire che 
coU'analisi si conclude che bisogna che i nostri enti siano 
fra quelli trovati colle costruzioni fatte, mentre colla sintesi si 
affenna che basta che siano di quelli così ottenuti, restando 
cosi provato che la costruzione ottenuta dà tutte e sole le so- 
luzioni del problema. 

27. -— Nel fare l'analisi del problema, si pensi che un'ana- 
lisi pura non è in sostanza che una trasformazione delle con- 
dizioni date in altre equivalenti, a cui debbano soddisfare gli enti 
incogniti, ma che siano di natura diversa e dì aspetto più 
semplice, e che si sappiano realiazai'e o si possano ridurre ad 
altre che sì possano poi realizzare esse alla loro volta. E poi- 
ché è utile che anche nel metodo misto l'analisi rassomigli 
piii che si possa a quella di un metodo analitico puro, è chiaro 
che si dovrà cercare di non perdere di vista nessuna delle 
condizioni date per non correre il rischio che il problema a 
cui si riduce quello dato tenga conto solo di alcune di esse, 
giacche tal problema sarebbe certamente non equivalente a 
quello dato, e facilmente potrebbe riuscire di generalità troppo 
forte di fronte a quello da risolvere. In tal caso sarebbe co- 
stretta la sintesi a scegliere le soluzioni fra quelle di un pro- 
blema troppo vasto, per il che occorrerebbe un procedimento 
3 ad una nuova analisi, che dimostrerebbe appunto 



y Google 



- 29 — 

essere incompleta l'analisi già fatta. La migliore analisi sarà 
quella che saprà tener conto eli tutte le condizioni , trasfor- 
mandole in modo da non condurre che a prohlemi reciproci 
di quello dato. 

28. — In chi non ha ancora molta pratica della risolu- 
zione dei problemi, suole restare incertezza circa il momento in 
cui deye terminare l'analisi : credo dunque beo fatto il ricor- 
dare ancora che e^a deve terminare soltanto quando si sia 
giunti a ridurre il nostro problema ad uno noto. L'analisi 
dunque termina quando si possa concludere che i nostri enti 
devono necessariamente ottenei-si con certe costruzioni che siano 
tutte già note, e da eseguirsi su enti dati o costruibili coi 
dati. Che se ii problema fosse ridotto a eostruire figure di 
natura nota ma i cui elementi non fossero dati né costruibili 
coi dati per raezao dì costruzioni già note, allora l'analisi non 
sarebbe terminata, ed occorrerebbe ridurre ancora il problema. 

29. — La sintesi di un problema geometrico viene a scom- 
porsi naturalmente in due parti che spesso, e non a torto, si 
tengono distiate: cioè la descrizione del problema a cui si è 
ridotto quello dato, che costituisce una costruzione da farsi 
siigli eati dati, e la dimostrazione che le soluzioni di tale 
problema, cioè gli enti ottenuti con tale costruzione, o almeno 
alcuni speciali di essi, soddisfano al problema dato. Sì indi- 
cano coi nomi rispettivi di costruzione e di dimostrai ione : 
ed è bene tenerle distinte, perchè si veda quali sono le co- 
struzioni che producono le soluzioni e quali quelle accessorie 
che possa occorrere di fare dopo per la dimostrazione, es- 
sendo interessante il conoscere le prime per il caso in cui si 
voglia effettivamente fare la risoluzione pratica del problema 
senza curarsi di altro. 

30. — Dell'ufficio della discussione si è discorso in gene- 
rale : ricordiamo solo che essa è la parte dove devono distin- 
guersi ì casi, piuttosto che nell'analisi, perchè in essa sola si 
può fare una dictmzionp ragionata, essendo noto il problema 
che esso esamina, mentre nell'analisi in cui il problema è tut- 
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torà ignoto si corre il rischio o di fare distinzioni inutili cor- 
rispondenti a casi che poi si risolvonu in modo dei tutto uguale, 
o di scordarne qualcuno. 

Anche nella discussione si devono evitare le distinzioni in 
casi che non siano necessarie: si devono solo distinguere quei 
casi che conducono a diverso numero o a diversa qualità di so- 
luzioni, e vedere come suU'accadere un caso od un altro in- 
fluiscano la natura dei dati e le loro varie relazioni. Questo 
ultimo esame è richiesto, perchè le conclusioni della discussione 
devono essere tali che, dai soli dati del problema e senza ripe- 
tere tutta la discussione, si possa giudicare se il problema avrà 
no soluzioni, quante, e di qual natura. 

È bene avvertire che se il problema richiede una figura che 
gode certe proprietà, ma non dà condizioni per la sua posi- 
zione, allora se la soluzione trovata fornisce insieme due o 
più figure uguali fra loro e diverse per la posizione, tali figure 
devono contarsi come una soluzione sola, e non come più di una. 

31. — Per quanto si ò detto in generale, quanto mag- 
giore è il numero dei problemi che già si sanno risolvere in 
geometria, tanto più agevole resterà il risolverne altri. Oc- 
corre peraltro fissare quali siano i problemi fondamentali , 
quelli a cui si possono ridurre tutti fino dal primo che si 
risolve. 

Simili problemi fondamentali, non potendosi ridurre ad al- 
tri, devono ritenersi immediatamente noti appena enunciati, 
il che in teoria si fa con un semplice postulato. È peraltro 
opportuno che questo postulato corrisponda ad una possibilità, 
pratica, cioè all'esistenza di strumenti opportuni per eseguire 
direttamente le costruzioni indicate da quei problemi. Ora in 
pratica non occorre preoccuparsi delle costruzioni di geometria 
solida, mancando i mezzi per riprodurre facilmente figure nello 
spazio, le quali occorre invece cogli artifizi dovuti ad altri rami 
superiori di geometria (geometria descrittiva) tentare di rap- 
presentare sul piano; e per la geometria piana gli strumenti 
più comuni che disegnano direttamente enti geometrici sono 
la matita, la riga ed il compasso. Potremo quindi armoniz- 
zare le esigenze pratiche coli' esattezza teorica, introducendo 
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postulati secondo i quali prenderemo come enti fondamentali 
(Iella geometria plana, clie si possono porre immediatamente, i 
punti , e ritenendo corno note le rette di cui sono noti due 
punti, i circo!! di centro e raggio dato, e le intersezioni di 
rette, di circoli e di rette con cu coli 

[ problemi fondamentali della geomettia piana vengono dun- 
que ad essere : 

1^ Prendere un punto nel piano 

2° Condurre una retta pei due punti dati noi piano. 

%" Condurre un circolo del piano lou dato centro e rag- 
gio uguale ad un segmento dato 

4" Prendere l'intersezione di due rette del piano. 

5° Prendere l'intersezione di ima ietta con un circolo 
del piano. 

6" Prendere l'iutersezionp di dup circoli del piano. 
Noi ci atteniamo cosi nel pimo alla geometria della riga 
e del compasso; ma tale liniita-iione ha, a yero dire, dell'ar- 
bitrario, e non sempre e stata iispettata Gli antichi stessi 
hanno talora ammesso come enti noti curve meno semplici del 
cerchio, da costruirsi o determinandone un sufficiente numero 
di punti staccati oppure con processi meccanici, servendosene 
generalmente per risolvere problemi speciali per i quali ap- 
punto spesso le studiavano appositamente. Per noi è questione 
di un puro postulato l'ammettere come immediatamente note 
altre linee, purché ben definite, specialmente se vi corrisponde 
qualche strumento che in pratica serva a tracciarle. Così p. es. 
visto che vi sono mezzi meccanici assai semplici per disegnare 
le sezioni coniche, potremmo aggiungere anche quelle alle linee 
note, e la serie dei problemi fondamentali si arricchirebbe al- 
lora di altri, relativi all'esistenza immediata di queste curve 
appena dato quanto basta a definirle, e all'immediata cono- 
scenza delle loro intersezioni fra di esse, con rette e con cir- 
coli dati. 

Nella geometria solida, se ci limitiamo a studiare i piani, 
occorre aggiungere ai precedenti problemi gli altri ; 

1" Prendere un punto nello spazio. 

8" Condurre un piano per tre punti dati. 

9" Prendere l'intersezione di due piani. 
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Se si prendono a studiare le sfere, che si sogliono incla- 
dere fra gli enti fondamentali, occorre allora considerare come 
immediatamente noti anche i problemi; 

10" Condan'c una sfera con un dato centro e con un 
raggio uguale ad un segmento dato. 

11" Prendere l'intersezione di una sfera con un piano. 

12" Prendere l'intersezione di due sfere. 
Cosi si deve continuare, seguitando ad introdurre altri enti 
che non si sappiano o non si vogliano far derivare da quelli 
già, ammessi, per quanto sia più pregevole l'invocare per la 
costruzione degli enti il minor numero possibile di postulati, 
e ritenere perciò come risolubili immediatamente il minor nu- 
mero possibile di problemi. 

!{3. ~ Oltre i problemi cifati si sogliono spesso in pratica 
tenere in conto di semi- fondamentali altri problemi, la cui fa- 
cile risoluzione è nota a tutti. 11 fatto che la soluzione è soltanto 
facile serve a distinguerli dagli altri veramente fondamentali per 
i quali la soluzione non si dà, essendo immediata; ma sono 
problemi che generalmente si considerano come noti, ed a cui si 
suole arrestare l'analisi degli altri problemi anche senza spin- 
gerla più oltre fino ai problemi fondamentali. Essi sono prin- 
cipalmente quelli di condurre per un punto la perpendicolare 
ad una retta o ad un piano, il piano perpendicolare ad una 
retta , la retta paTallela ad un piano , il piano parallelo ad 
un piano, di costruire un segmento, un angolo, una striscia, 
un arco, un diedro uguali rispettivamente ad altri già dati, di 
costruire il punto medio di un segmento o di un ai'co, la bi- 
settrice di un angolo o di una striscia, il piano bisettore di 
un diedro, e pochi altri di simile natura. 

Se l'analisi si continua oltre di essi, si dovrà prima o poi 
ricadere in uno dei problemi fondamentali dati, talché può 
dirsi che in conclusione la risoluzione di un problema di geo- 
metria si riduce a ripetere successivamente uno o più dei pro- 
blemi fondamentali citati. 
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GAP, II. 
Problemi geometrici indeterminati. 



§ 1. - Luoghi goomotrici. 

33. — - Dobbiamo dire qualcosa di un gruppo innioftauto di 
problemi, qiielli indeterminati, le cui soluzioni costituiscono col 
loro insieme figure spesso del tipo di quello ciie studia la geo- 
metrìa elementare. 

Incominciamo dai problemi le cui incognite sono punti. T/in- 
sieme degli . infiniti ponti soluzioni del problema costituisce una 
figrrra (nel senso generale della parola) che si cbiaina luogo 
geometrico dei punti ricbiestir talché può dirsi che il luogo 
geometrico è la fignra tale che tutti e soli i suoi punti sod- 
disfano alle condizioni imposte dal problema. 

I luoghi geometrici di pnnti possono essere figure d'infinite 
specie: talora sono porzioni di superficie, talora linee isolate, 
talora linee o superficie note da cui si devono escUidere al- 
cuni punti linee, talora gruppi di pifi linee o di più su- 
perficie, ecc. (*) 
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34, — Per dimostrare clie lina figura F è il luogo geometrico 
dei punti che godono una, certa proprietà P, occorre dimostrare 
due proposizioni inverse l'iina dell'altra, cioè: 1"^ clie ogni punto 
della figura F gode la pioprietà P ; 2* che ogni punto che 
gode la proprietà P è sulla figura F — oppure la V di esse 
e la contraria, cioè: 2* che ogai punto non di F non gode la 
proprietà P (*). 

Se !a figura F è già nota, tutto si riduce alla dimostra- 
zione di un teorema, e l'ordine da tenersi è indifferente, per 
quanti riesca, più chiai'o quello ora accennato, cioè prima la 
proposizione « ogni punto di F gode P », e poi la sua inversa 
{o la contraria). Ma se il luogo geometrico non è dato e de- 
vesi risolvere il problema della sua ricerca, tale ordine non è 
opportuno, non essendo noto che cosa è la figura F, che anzi 
occorre ricercai'e. L'ordine da tenersi sarà allora questo: 1" ogni 
punto che gode la proprietà P è su una figura F eia cer- 
carsi ; 2° ogni punto di F (trovata che sia) gode P. 

Il metodo di ricerca è qui spontaneamente composto di una 
analisi e di una sintesi. 

Nell'analisi non si dovrà supporre il problema risoluto nel 
senso di supporre che una figura F' presa a caso sia quella 
cercata, potendo poi riuscire F' cosi diversa dalla vera figura 
da rendere inutile tutto il ragionamento che si faccia su di essa. 
Invece, trattando il problema come deve farsi sempre, senza 
decidere dapprima se sia determinato, o indeterminato, o im- 
possibile, si suppoiTà che esista e che si sia trovato tm punto 
che goda le proprietà stabilite, e poi studiando le sue rela- 
zioni cogli enti dati o con altri ausiliari ecc. (come in gene- 
rale), si giungerà a conoscere che esso gode una certa proprietà, 
diversa, almeno per la forma, da quella dell'enunciato, comune 
anche (se realmente il problema è indeterminato) ad infiniti 
altri punti, i quali individuano una figura F. 



O Anche <iui ai devono avvartii'u i priucipiaiiti dell' errore olie sogliono 
spesso commettere, ijuello di dimostrare dapprima che ogui punto di .F gode 
la proprietà P e poi che ogni punto che non gode P noti è di F, eioé la 
proposizione inversa della contraria della prima, la quale si sa che è sempre 
vei'a per necessità insieme alla proporzione diretta ; così facendo, la seconda 
dimostrazione è inutile, e lineila del luogo geometrico è incompleta, man- 
cando la dimostrazione necessaiia della proprielil inversa o della contrai-ia. 
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La sintesi deve dimostrare dopo che tutti i punti dì quella 
figura F, (li una parte F^ di essa, soddisfano alle condizioni 
volute, ed allora sarà provato che F (o rispettivamente F^ h 
il luogo cercato. 

La pratico, guida a faro in modo da trovare coU'analisi una 
figura F di cui tutti i punti soddisfano al problema : ed è 
anzi utile l'esercitursi a non ampliare coU'analisi il problema, 
tentando di trovare la figura che soddisfa, senza esclusione al 
più che di un gruppo di puoti staccati. 

35. — Come in generale, cosi anche nella ricerca dei luoghi 
geometrici la parte più difficile è l'analisi, tanto pifi che non 
solo non si conosce fin da principio qual è la figura accen- 
nata, ma neppure qual è la natura di ossa, se cioè sia linea 
superficie, retta o circolo, o insieme di rette o di piani, ecc. 
Peraltro si può dare a questo proposito irn av7ertimento che 
talora riuscirà utile. 

La geometria elementare si occupa soltanto di due linee, 
la retta ed il circolo, e principalmente di due superficie, il 
piano e la sfera (un poco anche delle superficie cilindrica e 
conica); e siccome i hioghi geometrici piJi importanti sono nel 
piano linee, nello spazio linee o superficie, così i luoghi geo- 
metrici di cui è proposta la ricerca sono solitamente costituiti 
da una o più di queste linee e superficie, o da porzioni li- 
mitate di esse. Ora, se si vedono chiaramente alcuni punti del 
luogo da cercare che abbiano posizione nota rispetto ai dati 
del problema, si può osservare che il luogo geometrico deve 
passare per essi Ciò non basta, poiché per e^si potrà pas- 
sare un numero indefinito di figure formate da rette, circoli, 
piani, sfere. Si supponga dapprima che il luogo geometrico 
debba essere la più semplice delle Imee o superfìcie (Bccondo i 
casi) che passa per quei punti, e si tenti quindi di vedere se 
veramente ogni punto cercato deve appai"tenere ad essa, e vi- 
ceversa se ogni punto di essa ha la proprietà voluta. Se ciò 
accade, il luogo geometrico è trovato: altrimenti si passi a quelle 
stesse linee o superficie aggruppate con altre, oppure ad altre 
linee o superficie diverse, finché con tali tentativi si giunga a 
trovare il luogo geometrico vero. 
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Veramente la indicazione precedente non presenta un me 
todo nuovo, ma d3, qualclie norma perchè la ricerca (colla- 
nalisi) di quell'ente clie sarà il luogo geometrico si faccia meno 
incerta, essendone noti alcuni punti. È da notarsi che, se- 
guendo questo consiglio , poiché si incomincia col tentare se 
una certa linea o supei-ficie che passa per alcuni punii, noti 
già come appartenenti al luogo, può essere esso luogo geome- 
trico, è conveniente tenere l'ordine che si è accennato per il 
caso in cui il luogo geometrico è noto, cioè vedere prima so 
ogni punto di esso soddisfa alle condizioni date, e, in caso 
aftermativo, vedere se è vera la proposizione inversa o la con- 
traria. Si osservi che se è affermativa la prima risposta, può 
darsi il caso che la figura sia solo una parte del vero luogo, 
e non il luogo completo : come pure se è negativa, può darsi 
che il luogo geometrico sia soltanto una parte di essa. 



36. — Esempio. ~ Trovare il luogo yeometrico dei punti dei- 
piano tali che la somma delle, distanze da essi a due rette date 
che s'incontrano sia uguale ad un segmento dato. [Ammetti:- 
remo fra i punti cercati anche quelli (se vi siano) situati su 
una delle rette, sebbene da esse non ab- 
biano una distanza, intendendo allora 
che sia la distanza dall'altra retta che 
dev'essere uguale al segmento dato\ 

Avalisì. — Siano le rette date m ed 
n (fìg. 1) che s'incontrano in 0, e sia s 
il segmento dato. Se P è uno dei punti 
cercati non sulle rette {dato che es^istano) 
e sono PA , PB le sue distanze ri- 
spettive da n e da* ni, si prolunghi JPA 
oltre P di FC~PB: sarà AC- 
^AP + PC^s, e C dovrà apparte- 
nere ad una parallela ad n condotta a 
distanza s da essa. Tale parallela in- 
contra ni in un punto D che si può 
congiungere con P. I due triangoli ret- 
tangoli PCD, PSD sono chiaramente uguali, talché DP ap- 
parisce esser la hisettrice di uno degli angoli fonnati dalle 
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rette m e CD, e quindi, obsgucIo CD parallela ad n, sarà DP 
parallela ad una delle rette bisettrici degli angoli di m, n. 
I punti cercati giacenti su una delle rette sono sh una pa- 
rallela all'altra distante da essa di s, e quindi sono nel vertice 
di un angolo simile a quello di cui si è ora considerata la 
bisettrice DP. Possiamo quindi concludere che i punti cercati 
devono trovarsi sulle bisettrici degli angoli che fanno le pa- 
rallele ad una delle rette, condotte da essa a distanza s, 
coU'altra retta. 

Sintesi. — Sia AB. ossia r, (fig. 2) mia parallela p. es. alla 
retta m distante da essa di s, ed incontri )» in P : sia PQ una 
delle rette bisettrici degli angoli di OP con n. Essa deve ne- 
cessariamente incontrare ni in un punto H: il triangolo OPR 



OBP^BPB e BPB = EPO, e perciò 
sappiamo che allora i punti della sua base sono tali che le 
distanze di essi dalle rette degli altri due lati hanno una somma 



y\g. 2. 



costante ed eguale alla distan- 
za di uno degli estremi della 
base, p. OS. P, dalla retta op- 
posta. I punti del segmento 
BP ( gli estremi inclusi , per 
l'avvertenza fatta in principio} 
soddisfano adunque alle condi- 
zioni volute. Non cos\ i punti 
restanti della retta PM , es- 
sendo chiaramente la distanza 
di essi da una delle rette mag- 
giore di s. Di ogni bisettrice 
soddisfano dunque i punti si- 
tuati sul segmento di essa che 
è intercetto fra le rette date. /g 

È fttcile vedere che le due 
parallele ad in condotte a distanza di s producono 4 segmenti 
di bisettrice che s'incontrano due a due coi loro estremi sulle 
rette m ed n, e sono ad angolo retto fra loro : e che con- 
ducendo le parallele invece ad n e ripetendo analoghe costru- 
zioni, si trovano j 
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Si conclude che il hmgo geometrico è formato dal con- 
torno di un rettangolo che ha i vertici sulle quattro rette 
distanti di s da quella data, ed lia per Iati i acgmenti congiun- 
genti, che risultano perpendicolari e rispettivamente paralleli 
alle bisettrici degli angoli delle due rette dste. 

Osservazione. — Se avessimo voluto seguire il procedi- 
mento citsito al n. 35, avremmo dovuto sommariamente fare 
nel modo che segue. Si riconosce facilmente che vi sono punti 
per ciascun raggio delle rette ni, n nelle condizioni volute, 
quelli delle intersezioni con lina delle parallele all'altra retta 
distanti da essa del segmento dato: perciò si sarebbe pensato 
se per caso il luogo geometrico in tutto od in parte fosse stato 
costituito da alcune rette congiungenti quei punti. Ed allora, 
con una sintesi simile alla precedente e relativa ai quattro 
segmenti detti nella risoluzione precedente, e coU'analisi che 
dimostra che ogni punto fuori di quei segmenti (o sul loro 
prolungamento o fuori deUe loro rette) non gode le proprietà 
volute, si sarebbe concluso trovando il luogo geometrico già, 
accennato. 

37. Per l'importanza clie hanno Ì luoghi geometrici, special- 
mente applicati alla risoluzione di problemi (vedi più oltre 
n. 42), credo opportuno citarne alcuni principali, 

Incomincio col dare i piti importanti luoghi geometi'ici piani. 

1" Il 1. g. (luogo geometrico) dei punti distanti da un 
punto P per un segmento dato s, è il circolo di centro P 
e raggio s. 

2° 11 1 g. dei punti equidistanti da due punti dati A, B 
è la retta perpendicolare al segmento AB nel suo punto di 
mezzo, 

3" Il 1, g. dei punti le cui distanze da due punti dati 
A, B prese in un dato ordine hanno un dato rapporto, è il 
circolo col centro sulla retta AB, che divide il segmento AB 
esternamente ed internamento nel rapporto dato. 

4" 11 1. g. dei punti distanti da una retta r di un seg- 
mento s è la coppia di parallele ad )■ distanti da esse dì >«. 

5" Il 1. g. dei punti equidistanti da due rette parallele 
è la bisettrice della loro striscia. 
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6" Il 1. g. dei punti equidistanti da due retto concor- 
renti è l'insieme delle due rette perpendicolari che compren- 
dono le 4 bisettrici dei loro angoli, 

7" il 1, g. dei punti le cui distanze da due rette pa- 
rallela stanno iu un rappoito dato (prescritto l'ordine in cui 
devono esser prese) è l'insieme di due parallele ad esse, che 
dividono l'altezza delle strisele internamente ed esternamente 
nel rapporto dato, 

8° 11 1. g. dei punti le cui distanze da due rette con- 
correnti stanno in un rapporto dato (prescritto l'ordine) è 
l'insieme di due rette passanti per il loro punto comune. 

9" 11 1. g dei punti equidistanti da un circolo per un 
segmento dato s è l'insieme di due circoli concentrici a quello, 
di raggio uno r+s (se r è il raggio del circolo dato) l'altro 
r — s, potendo il secondo ridursi al solo ceutro, se r — s, 
o mancare, se r < s. 

10" Il 1. g. dei punti pei quali i quadrati delle distanze 
da due punti dati hanno differenza costante (quando l'ordine 
è prescritto) è una pei^pendicolare alla retta dei punti dati. 

11° Il 1. g. dei punti pei quali i quadrati delle distanze 
da due pimti dati hanno somma costante, è un cerchio eoi 
centro nel punto di mezzo del segmento dei due punti. 

12° Il 1. g. dei punti le cui distanze da due rette fisse 
hanno hi somma o la differenza uguale ad uu segmento dato, 
è l'iuaieme di 4 rette parallele alle bisettrici degli angoli delle 
due date, e che s'incontr.mo su questa. 

13" li 1. g. dei punti da una stessa parte di un circolo 
che hanno ugual potenza rispetto al circolo stesso, è un altro 
circolo concentrico al primo. 

14° II 1. g. dei punti ciascuno dei quali ha ugual po- 
tenza rispetto a due circoli, è una perpendicolare alla retta dei 
loro centri (asse radicale). 

15° Il 1. g. dei punti dai quali si vede un segmento 
dato sotto un angolo dato, è l'insieme dei due archi che hanno 
per corda quel segmento e che sono capaci dell'angolo dato, 
tolti i punti estremi del segmento, 
e, come caso particolare, 

16" Il 1. g dei puuti dai quali si vede nn segmento sotto un 
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angolo retto {cioè il t. g. dei vertici degli angoli i-etti in trian- 
goli rettangoli di data, ipotenusa) è una circonferenza descritta 
su quel segmento come diametro, esclusi gli estfenii di questo 
diametro. 

Citerò anche qualche luogo geometrico dello spazio, limi- 
tandomi a pocLi: vari fra essi hanno perfetta analogia con 
quelli . simili nel piano, 

17" Il 1. g dei punti distanti da un punto P di un 
segmento s è una sfera di centro P e raggio s. 

18" TI 1. g. dei punti equidistanti da due dati A , lì 
è il piano perpendicolare al segménto A B nel suo punto 
di mezzo. 

19" 11 1. g. dei punti equidistanti da tre punti dati non 
in linea retta è la perpendicolare al piano dei tre punti nel 
centro del cifcolo che passa per essi. 

20" Il 1, g. dei punti distanti da un piano n di un se- 
gmento s è la coppia di piani paralleli ano disfanti da 
esso di s, 

21" 11 1. g. dei punti equidistanti da due piani parnlleli 
è il piano bisettore dello strato di questi, 

22" li 1. g. dei punti equidistanti da due piani che si 
tagliano è l'insieme dei due piani che contengono i hisettori 
dei quattro angoli diedri dei due piani dati. 

23° Il 1. g. dei punti equidistanti da tre piani dati che 
s'incontrano in un punto è l'insieme di quatti'o rette uscenti 
dai punti comuni. 

38. ~ Come per i punti, così può dii^ì per le rette e per i 
circoli, sebbene i loro luoghi geometrici abbiano minore im- 
portanza. 

Si dirà che una superficie a h luogo geometrico delle rette 
[o rispettivamente dei circoli) che soddisfano ad una condizione 
P, quando tutte le rette {risp. tutti i circoli) che giacciono 
su 0- ed esse sole godono quelle proprietà. 

Per la ricerca di tali luoghi geometrici si seguono le stesse 
norme date per i luoghi di punti, né aggiungerò altro. Ripor- 
terò soltanto alcuni fra i più semplici di tali luoghi geo- 
metrici . 



y Google 



_ 41 — 

1" 11 1. g. delle rette parallele ad un piano e distanti 
da esso di un segmento s è la coppia di piani paralleli a quello 
e distanti da esso di s. 

2° Il 1. g. delle rette equidistanti da due piani paralleli 
è il piano bisettore dello strato limitato dai due piani dati. 

3" 11 1. g. delle rette parallele ad una data r e distanti 
da esse di un segmento s è una superficie cilìndrica di rota- 
zione, avente r per asse ed 5 per raggio. 

4" Il 1. g. delle bisettrici delle striscio uguali inscritte 
in una superficie cilindrica è un' altra superficie cilindrica 
coassiale alla prima. 

5" n 1. g. dei circoli uguali, situati in piani paralleli e 
coi centri su una stessa perpendicolare a questi piani, ò una 
superficie cilindrica avente per asse quella retta. 

6" Il 1. g. dei circoli situati in piani paralleli, coi centri 
su una perpendicolare a questi piani e coi raggi proporzionali 
alla distanza dei centri da un punto fisso della retta, è una 
superficie conica avente per asse quella retta e per vertice quel 
punto. 

7" Il 1. g. dei circoli tali che le somme dei quadrati 
dei loro raggi coi quadrati delle distanze dei loro contri da 
un punto fisso P sia costante eJ uguale al quadrato di un 
segmento 4, e che il loro piano sia perpendicolare alla con- 
giungcnte i! centro col punto fisso, è la sfera di centro P 
e di raggio uguale a d. 



§ 2. — Inviluppi. 

Ì9 — Coiti probkmi uidetermniati che hinnn pei inco- 
gnite letfe pian immettono infinite 'ìo1u7ioiì1 lo quili dinno 
cugine 1 tiguie a cui esst sono tingenti Tili figurt Iianno 
spesso impdt'inz^ { ) 



{*) Mi hmitu 1 du iiiil ha il „l i\ luii Ii-Iìl tette il 1 inni tii- 
bcnraiJo incili di altri citi iiiclip scm[ li 1 giacchi, iiifstn jii;iniLiiti>(ligli 
inviluppi nnn i talt da, lotersi tnttaie 111 ^eiieiale p comi leti iiiPiite toHi 
Eola geometria elementaie 
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Si dirà inviluppo delle rette r di un piano, soddisfacenti 
a qualche condizione P, la figura del piano che sia: i" o un 
circolo tale die ogni r sia Uingente ad esso, e che recipro- 
camente ogni sua tangente Bocldisfi alla condizione F; o, 
come casi particolari , 2° un punto per cui passino tutte e 
sole quelle rette r, 3" o un punto improprio, intendendo 
che quando le rette r souo tutte e sole quelle parallele 
ad una medesima r^ sì dica per convenzione che esse in- 
viluppano im punto iwproprio, qiieììo delia retta r^, e che 
alla frase v condurre una retta per un punto improprio secondo 
una retta r » si dia il significato di « condurre una pa- 
rallela a quella retta r », Cosi per es. : l'inviluppo di tutte 
le l'ette passanti per un punto è il punto stesso r quello delle 
tangenti ad un circolo è il circolo stesso, ecc. 

Ed analogamente si dirà invihippo dei piani ;: che sod- 
disfano ad una certa coudizione P la figura che sia: 1" o una 
superficie sferica, cilindrica o conica, tale che ogni piano 7t sia 
tangente ad essa e che reciprocamente il piano tangente in ogni 
punto di essa sia un piano n; o, come casi particolari, 2° una 
retta od un punto per cui passino tutti e soli i piani n, 
3° una retta impropria, se quando i piani n sono tutti e 
soli quelli paralleli ad uno stesso n^ si dice che l'inviluppo 
è una retta impropria secondo il piano jr^ , 4" o un punto 
improprio, se quando i piani sono tutti e soli quelli paralleli 
ad una retta *■ o contenenti r, si dice che l' inviluppo è un 
punto improprio secondo la retta r. — Le frasi « condurre 
un piano per una retta impropria » o « per un punto impro- 
prio » vanno intese nel senso di * condurre un piano paral- 
lelo rispettivamente a quel piano od a quella retta che defi- 
niscono il punto improprio. » Come esempio, possiamo dire 
che r inviluppo dei piani che passano per una stessa retta è 
quella retta, l'inviluppo dei piani tangenti ad una data super- 
ficie è la superficie stessa, ecc. 

40. — Per la ricerca degli inviluppi si segue il metodo ge- 
rale misto, come per i luoghi geometrici, supponendo di avere 
uno qualunque degli enti di cui si cerca l'inviluppo , e cer- 
cando qual ,è la figura F (circolo, superficie sferica, cilindrica 
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o conica) a. cui dev'essere tangente, o il punto o retta propria, 
od impropria per cui deve passare , e dimostrando poi colla 
sintesi che iu ogni punto di F l'ente tangente, o rispettiva- 
mente ogni ente passante per l'elemento proprio od impi'oprio, 
è uno di quelli in questione. 

Si citeranno anche qui esempi di alcuni fra i più semplici 
inviluppi. 

1° L'inv. (inviluppo) delle retie passanti per un punto 
P è P. 

2" L'inv. delle perpendicolari ad una rotta è un puuto 
improprio. 

S" L'inv. delle rette distanti da un punto P di un se- 
gmento s è il circolo di centro P e raggio s. 

A" L'inv. delle rette equidisianti da due punti A e B, 
se questi stanno da pfirti opposte eli ciascuna di esse, è il puuto 
di mezzo del segmento AB; &e A e B stanno dalla stessa 
parte di esse, l'inv. è il punto improprio della retta AB. 

5" L'inv. delle rette le cui distanze da due punti dati 
A, B stanno in un dato rapporto, prescritto che sia l'ordine, 
e quando debbano sempre essere i due punti tutti e duo da 
una stessa parte o tutti e due da parti opposte delle rette AB, 
è il punto che divide A B secondo quel rapporto. 

6" L'inv. delle tangenti fld un circolo è questo circolo. 

7" L'inv. delle rette che segano un circolo secondo corde 
uguali è un circolo concentrico. 

8*' L'inv. delle normali ad un circolo è il suo centro. 

9" L'inv. delle rette equidistanti da un circolo è un cir- 
colo concentrico. 

10" L'inv. delle rette secanti o tangenti secondo le quali 
i circoli passanti per due punti dati intersecano o toccano un 
circolo fisso è un punto della congiungente i punti dati. 

1 1" L'inv. dei piani passanti per un punto o per una retta 
{proprii od improprii) è il punto o la retta stessa. 

12" L'inv. dei piani perpendicolari ad uua retta è una 
retta impropria. 

13" L'inv. dei piani distanti da un punto P di un seg- 
mento s è la sfera di centro P e raggio s. 
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14" L'iiiv. dei piani e quid istanti da due punti A e B 
è il punto di mezzo del segmento AB, o il punto ioiproprie 
della retta AB (cfr. 4° esempio). 

15° L'inv. dei piani le cui distanze da duo punti dati 
A, B stanno in \m dato rapporto è nn punto (con condi- 
zioni simili a quelle dell'esempio 5). 

16" L'inv. dei piani tangenti ad una sfera è questa 
sfera. 

17" L'inv. delle normali aduna sfera è il suo centro. 

] 8" L'inv. dei piani equidistanti da una sfera, o da una 
superficie cilindrica, è una sfera concentrica, o risp una su- 
perficie cilindrica coassiale. 

19° L'inv. dei piani che segano una sfera secondo cir- 
coli nguali è una sfera concentrica. 

20" L'inv. dei piani distanti da una retta r di un se- 
gmento s è la superficie cilindrica di asse r e raggio s. 

21° L'inv. dei piani che incontrano una retta r nel me- 
desimo punto P e sotto il medesimo angolo « è una super 
fide conica avente r por asse, e. per angolo o P por vertico. 
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CAP. 111. 

Metodi speciali geometrici 
per la risoluzione dei problemi di Geometria. 



Metodi (li separazione delle i'oikIìkìoiiì. 



a) Concetto di 



4-1. — Metodi generali puramente geometrici per trovare 
cou aicureKza la soluzione di ogni problema di geometria, non 
si hanno; conviene quindi accennare quali sono i principali 
metodi speciali, che si sogliono suggerire per risolvere almeno 
alcune categorie di questioni geometriche. 

Un metodo di ma^ma importanza, ed il quale fornisce la 
soluzione con un'analisi pura, è quello della separazione delle 
condizioni, del quale esporrò ora il concetto. L'ente o gli 
enti E che risolvono il problema dovranno soddisfare ad alcune 
coudizioni (*) date dall'enunciato , le quali indicheremo con 
Gì , Cj , , C„, ed il cui insieme si dirà G. Se ne fac- 
ciamo due gruppi Gj, G^, tali che fra tutti e due esse vi com- 
pariscano tutte, e siano parte nell'uno e parte nell'altro, po- 
tendo qualcuna comparire in entrambi Dovendo ogni ente E 
che boddi-jfa (r wdilisfuii conteiiipoi^ni unente a f., e G, e 



C) Nou SI M I 

due spesso • I i 

diill'eiiuncmln li i i i 

rale, ijie'.entiiicj un tipo iiiuitipLi 1 ik lUs; 
eapiessa m divei-si modi lontiusi talraa pei v 
(j pili (Vedi iwtA S 111 biiej 



LI u-o di 

I IllldlZlOlUg 

Il detinite 

I I liti ILI gene 

Li.j,zn)iiL putendo una Itaae 

I condizione, taloia p<i due 
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viceversa, il pfobìeraa dato è ridotto al suo equivalente: « Tro- 
vare gli enti E die soddisfano contewporaneamenie ai due 
gruppi di condùioni, » e si risolverà quindi cercando tutti gli 
enti che soddisfano a Gì (oppnre a ff, ) e scegliendo fra essi 
quelli che soddisfano anche a G^ (oppure risp. a f?,) , od 
anche, il che è lo stesso, cercando tutti gli enti che soddisfano 
a Gì , tutti quelli che soddisfano a G^ , e prendendo quelli che 
sono contemporaneamente del primo e del secondo gruppo. 

Più generalmente, si possono fare p gruppi Gì , G^, ..., G^, 
delle condizioni Ci, Ci, ... , (7„: poi, si può soddisfare sepa- 
ratamente a questi gruppi di condizioni, cercando infine l'ente 
che appartiene insieme a quelli che soddisfano a ciascun gruppo. 

Il ragionamento che si è fatto costituisce da per se una 
analisi pura fatta in generale per tutti i problemi: e non oc- 
correrà ripeterlo caso per caso, bastando applicare senz'altro 
il procedimento accennato. 

Secondo la natura degli enti e delle condizioni date, il me- 
todo può spingersi fino a maggiori dettagli, e dò appunto 
faremo per i casi più importanti. 



h) Metodo dei luoghi geometrici, 

43. — Se le incognite E del problema sono pmiti, rette 
o circoli, e gli enti E che soddisfano separatamente ai due 
gruppi di condizioni Gì e (?j sono in numero infinito e co- 
stituiscono due luoghi geometrici L, ed L.^, il problema è ri- 
dotto a cercare quei luoghi geometrici e a determinare gli 
enti E (se esistono) che ne sono intersezioni. — In tal caso 
il procedimento è dunque il seguente: 

1" Si escludono alcune delle condizioni, e si cerca il luogo 
geometrico degli enti E che soddisfano alle rimanenti. 

2° Se ne escludono altra, rimettendo quelle già escluso, 
e si cerca il luogo geometrico relativo. 

3" Si cercano gli enti E intersezioni dei due luoglii, 

4° Si discute la soluzione trovata. 
Qualora non riesca il metodo scomponendo le condizioni in 
due soli gruppi, si scompongano in tre groppi, si cerchi il 
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luogo geometrico degli enti che aoddiaf'ano separiitamente ad 
essi, e di poi si cerchino gli enti comixni. 

Non accadrà di dover scompoiTe in più eli tre gruppi , 
giacché più di tre luoghi geometrici (linee, superficie o gruppi 
di essi, quali sono i piìi importanti) non hanno in generale 
enti comuni. 

Si deve osservare che se i luoghi geometrici che colle in- 
tersezioni loro ci damio gli enti cercati sono coincidenti, ciò 
viiol dire che le condizioni di un gruppo non espresso nel- 
l'altro sono conseguenza di questo, e che il problema è in- 
determinato ; e ciascuno dei luoghi geometrici è il luogo geo- 
metrico degli enti che soddisfano le condizioni date. 

43. — 11 caso pift interessante è quella in cui le incognite 
sono punti, giacche i luoghi geometrici di punti sono quelli 
esistenti e noti in maggior numero : anzi si cerca spesso di 
ridurre i problemi a quel caso. Ecco alcuni esempi in cui ef- 
fettivamente, quando non couvenga ricorrere al corrispondente 
luogo geometrico di rette e circoli, può farai così. 

a) Se si cerca una retta che debba passare per un punto 
dato, il problema si riduce a cercarne un altro punto. 

b) Se si corca un piano die passa per una retta data , 
basta cercarne un punto. 

e) Se si cerea una retta od lui piano, che, piti gene- 
ralmente , debbano ubbidire ad una condizione la quale non 
li individui ma sia tale che con quella condizione ne passi uno 
solo per ogni punto, basta ancora cercarne un punto. 

d) Se si cerca un circolo od una sfera di centro dato, 
basta cercaiTie un punto. 

e) Se si cerca un circolo od una sfera di raggio dato, 
basta cercarne il centro. 

/") Se si cerca un triangolo avente un dato lato, od un te- 
traedro avente una faccia data, basta cercarne il vertice opposto. 
Porcile il problema che ricerca punti sia determinato, oc- 
corre, in generale, che nel piano i punti soluzione si abbiano 
come intersezione di due luoghi geometrici che siano linee, e 
nello spazio di tre superficie o di una superfìcie con una linea : 
talché nello scomporre le condizioni in gruppi, se il problema 
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è di geometria piana tenteremo la scomposizione in due gruppi, 
e ae è di geometria solida potremo tentare di scomporre in due 
gruppi od in tre. 

44. ~ EaEMPio l. — Dati due seymenti in posìsione , co- 
struire due triangoli aventi per basi quei dite segnwriti, il 
vertice opposto comune, e le altesse corrispondenti che slatino 
fra loro in un dato rapporto ed Jianno una data somma. 

Siano *■ ed s i due segmenti dati in posizione, debba essere la 
somma delle altezze uguale ad un segmento dato m, ed il rap- 
porto di osse uguale a quello dei segmenti dati p e q. L'inco- 
gnita è il verti(;e, il quale deve soddisfare alle due condizioni 
di avere dalle rette di r e di 5 distanze che stiano in un rap- 
porto dato (supponendo prescritto l'ordine, p. es. la distanza 
da r a quella da s come p a. q) e di avere le stesse distanze 
che abbiano la somma uguale, ad m. il luogo dei punti che 
soddisfano alla prima, se le rette di r e di s sono concor- 
renti, è l'insieme di due rette passanti per il loro punto d'in- 
coutro (37, 8") e congiungenti questo punto con due punti 
aventi dalle rette di f e di s distanze rispettive uguali a p ed 
a q: se sono parallele (37, 7'') è una coppia dì parallele ad 
esse, ciascuna delle quali divide la loro striscia nel rapporto 
di p a 3 ; se sono coincidenti, allora se ^ è diverso da q non 
esiste, mentre se p è uguale a ^ è l'intero piano, Il luogo dei 
punti le cui distanze dalle rette di r e di s hanno una somma 
uguale ad m, se le rette s'incontrano è il contorno di un ret- 
tangolo che ha i vertici su di esse distanti ciascuno di ni dal- 
l'altra retta (36, Esempio)- se le rette sono parallele, o non 
esiste se la loro distanza è maggiore di m, è la superficie 
della loro stiisua se sono distanti di m è l'insieme di due 
parallele esterne illa loio stii=ìcu, 1 ispettivamente ad esse, 
se sono distinti meno di jìì o se sono coincidenti. 

Le intersezioni dei luoghi gponietiici nei vari casi forniscono 
i punti cercati, e qumdi, senza star qm a riprodurre una di- 
scussione minuta, facilissima del lesto a chiunque, si conclude 
che il problem^ può avei soluzioni o no averne un numero 
finito od infinito, e se ne bi un numeio finito, non ne ha 
pifi di quattro. 



y Google 



— 49 - 

2* SoÌHsione. — Supponendo già noto il problema « Cer- 
care due segmenti conoscendone il rapporto e la somma » , si po- 
tranno detenninare le altezze, liducendo il problema a questo: 
« Costruire due triangoli con altezze e basi date e vertice co- 
mune » , Il vertice è allora sulla intersezione dei luoghi geome- 
trici dei punti aventi dalla retta di una delle basi distanza 
uguale all'altezza corrispondente, e di quelli aventi dall'altra 
retta distanza uguale all'altra altezza. Tali luoghi sono noti; 
e sono (37, 7") ciascuno una coppia di rette parallele alle ri- 
spettive l'ette; le cui intersezioni possono essere quattro, infi- 
nite nessuna, il che conduce allo stesso risultato del metodo 
precedente. 

Esempio 2. — Trovare una retta che sia parallela ad 
una retta data r dalla quale disU di un segmento dato s , 
e che sia equidistante da due piani dati. 

Poiché il luogo geometrico delle rette parallele ad una retta 
r e distante da essa di un segmento a è la superficie cilin- 
drica di asse r e raggio s (38, 3°), e quello rlelle rette equi- 
distanti da due piani paralleli dati è il piano bisettore dello 
strato di essi {38, 2"), il problema ai riduce a prendere le 
rette intersezioni della superficie cilindrica con tal piano. Il 
problema può quindi evidentemente avere soluzioni soltanto 
quando i piani dati sono paralleli alla retta data r, o la 
contengono; nel quale caso ne avremo due, una o nessuna, 
secondocliè il piano bisettore dello strato sega, tocca od è 
esterno alla superficie cilindrica, cioè secondochè la semisomma 
delle distanze da r ai due piani , se r non è interna al loro 
strato, la semidifiereoza se è non esterna, sia minore, uguale 
maggiore del segmento dato s. 



e) Metodo degli inviluppi. 

46. — Può espoi-si qualcosa di analogo al metodo dei luoghi 
geometi'ici, per il caso in cui le incognite, essendo rette o piani , 
debbano soddisfare a certe condizioni, alcune delle quali con- 
ducono ad inviluppi noti. 

Quanto alle rette di un piano, si facciano due gruppi di 
-'i Beii'akzi , Bisolas. dei problemi ecc. 
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coiidi/ioni in modo elici comp'cssivamentc si eoiisiderinst tutte, 
e che per ciascuno di essi sia noto il corriepondeute inviluppo. 
Se gli inviluppi sono 7i ed Jj , l'ente cercato sarà ogni retta 
comune ad Ij ed J», e nessiin'altra. E siccome le rette di un 
inviluppo I sono quelle tangenti ad I {se T b un circolo) o 
passanti per J {se / è un punto proprio od improprio) (39), 
cosi le rette cercate sono tutte e sole quelle tangenti contem- 
poraneamente ad /, ed li, contenenti questi inviluppi. 

In tale metodo i problemi sono dunque ridotti ad uno dei 
seguenti (combinando in tutti i modi possibili la natura varia 
degli inviluppi 7i ed 7^ , e ricordando che il passaggio per un 
punto improprio equivale, secondo le fatte convenzioni, al pa- 
rallelismo ad una certa retta) : 
Trovare una retta che sia: 

1° passante per due punti. 

2" passante per un punto e parallela ad ima retta. 

3° passante per un puuto e tangente ad un circolo. 

4" parallela ad una retta e tangente ad un circolo. 

5" tangente a due circoli, 
oltre quello, o indeterminato od impossibile , 

6" trovare una retta parallela a due rette date. 

46, — Possiamo dire altrettanto per i piani, facendo in essi 
pure due gruppi di condizioni, e cercando i rispettivi inviluppi 
ed i piani comuni a questi ; se facendo due gruppi delle con- 
dizioni non si giunge a trovare i relativi inviluppi, se ne fac- 
ciano tre, e si proceda ugualmente. 

I problemi a cui si riducono quelli trattati con questo me- 
todo sono più numerosi ch3 nel caso della retta, e consistono 
nel condurre piani passanti per punti o per rette (rette e punti 
propri ed impropri), tangenti a superficie sferiche, cilindriche 
coniche, o piani soddisfacenti a condizioni parte dell'uno parte 
dell'altro dei tipi ora detti. 

i'ì. - S'intende che anche col metodo degli inviluppi oc- 
corre, come per quello dei luoghi geometrici, ridurre talora il 
problema, perchè l'incognita sia una retta od un piano, e, fra 
questi enti, sia uno che si presti ad essere cercato cogli inviluppi. 
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48. — Esempio 1", — Trovare ima retta che passi a di- 
stanza data 3 da un cireoìo dato e, e tagli un altro cir- 
colo e' secondo una corda uguale ad un segmento dato p. 

L'inviluppo delle rette distanti di s dal circolo e di centro 
e raggio r essendo un circolo (40, 9") di centro e raggio r + s, 
e quello delle rette contenenti le corde uguali a p del cir- 
colo e' di centro 0' e raggio / essendo un circolo (40, 7") di 
centro 0' e raggio uguale al cateto q di uo triangolo ret- 
tangolo di ipotenusa r' e altro cateto — p, la retta cercata sarà 

una qualuntiue delle tangenti comuni a tali circoli. 11 pro- 
blema ammetterà quindi 4 soluzioni se 00'>r + s+q , 3 se 
OO'^r+s+q, 2 se 00'<:r + s + q e insieme 00'>r+s—p, 
o > q — (r-\-s) , 1 se è OO'—r + s^q, o —5 — (r + s), nes- 
suna negli altri casi, 

BsEiiPio 2". — Per due punti dati A e B condurre un 
circolo che tocchi un circolo dato e. 

Si prenda per incognita la tangente nel punto comune dei 
due circoli. L'inviluppo delle rette che contengono la corda 
comune la tangente comune ai circoli passanti per A , B 
ed a e è un punto di AB, (40, 10") che si può ottenere 
conducendo un circolo per A, B e per un punto ai'bitrario 
del circolo dato, e prendendo l'intersezione con AB della retta 
contenente la corda (o tangente) comune; l'inviluppo delle 
tangenti al circolo dato è il circolo stesso , dunque la retta 
cercata è quella comune a questi due inviluppi , cioè U tan- 
gente al circolo dato condotta per il punto tiovatn su ^iB. 
Il problema è del secondo grado. 

Esempio 3". — Trovare un piano che sia dfitante da un 
punto dato P per uri' segmento s, e che passi per un ptmfo Q 
facendo con una retta data r di questo punto un angolo « 
dato. 

L'inviluppo dei piani distanti da P por uni di&tan?a s è 
una sfera di raggio s e centro P (40, 13), quello dei piani 
passanti per Q e facenti con r V angolo a è la superficie 
conica dì vertice Q, asse r ed angolo « (40, 21): dunque 
il piano cercato è ciascuno di quelli tangenti insieme alle due 
siiperflcie cilatc, 1;\, sferica eia conica. 11 problema si riduce 
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adunque a conduiTii i piaiii tangenti comniii ad una siiper- 
ficie conica di vertice © e ad una superficie sierica, e questo 
a Sila Tolta si riduce all'altro di condurre ì piani tangenti 
comuni a due superficie coniche, quella data e quella tangente 
alla superficie sferica col vortice in (^ . 



d) Metodi di moltiplicazione k d' jnversione. 

411. — Il metodo dei luoghi geometrici prende una ftjrina 
speciale, ma notevole, quando si cerchi un punto X di una linea 
E nel piano, o un pimto X di una superficie E, tale che la con- _ 
giungente di esso con un punto dato P incontri un altro ente 
N ( linea superfìcie) in un punto Q, in modo che i segmenti 
FQ e PX stiano fra loro in un rapporto dato m:n (dato 
anche in segno, nel senso che se è dato come positivo siano 
X e ^ da una stessa parte di P, e se è dato come negativo 
siano da parti opposte). 

Se si tralascia infatti la condizione che il punto cercato X 
sia sull'ente N, il luogo geometrico di X è allora un ente E^ 
tale che tutte le congiungenti i suoi punti con P sono ta- 
gliate da E, che ne stacca segmenti, i quali stanno ai segmenti 
PX come m : n. Sarà perciò E^ quel tale ente (linea o su- 
perficie come E) che si ottiene unendo P con ogni punto Pi 
di E e prendendo sulla retta PPi (nello stesso senso o in senso 
opposto secondochè il rapporto è dato col segno -t- o —) se- 
gmenti PQ il cui rapporto con PX è m-.n. Tale operazione 
si dice molUpl nazione dell ente / per il rapporto m-.n ri- 
spetto al punto P e pioduce figuie innili a quelle moltiplicate. 

Si dovrà, dunque moltiphcire pei witn l'ente dato E, e 
prendere 1 mteisezione del iivultapto con JV; la congiuogente dì 
P con ognuno dei punti di tale mteisezione incontrerà E nel 
punto COI iispon dente che iisolveià il problema. 

Tale metodo seive quindi alla questione generale : 

Per un punto P condmte una retta che tagli due linee 
superficie K,K' nei punti A ed A', in modo che sia 
PA : PA'z:^ m : n , con m ed u segmenti determinati, il cui 
rapporto s'-a affetto da un segno, perchè questa questione si 
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ritluce aì!a sua equivalente di costruire le figure simili a ff" 
rispetto al centro di similitudine P, col rapporto eli similitu- 
dine m:n, e prendere le intersezioni di essa con K', che si 
congiungeranno con F, 

È utile ricordare come la moltiplicazione di rette o piani 
produca rette e piani paralleli ai dati, la moltiplicazione di 
circoli e sfere produca cìrcoli e sfere, eoi raggi clic stanno a 
quelli dei dati nel rapporto di similitudine. 

Esempio. — Per uno dei punti coìmmi a due circoli e, e' con- 
durre una retta, ehc determini corde uguali nei due circoli. 

È evidente che devono le due corde ^sere da parti op- 
poste del punto comune P , per cui basterà, rispetto al centro 
di similitudine P, moltiplicni'e ano dei circoli e per il rapporto 
— (1:1), e prendere l'ulteriore intersezione del nuovo circolo 
coir altro e' : per esso passerà la retta voluta. 

50. — Se si dice figura inversa F' di una data F rispetto 
ad «n centro d' invereione P quella tale che ogni retta uscente 
da P incontiì F ed F' in punti corrispondenti A ed A', in modo 
che il rettangolo di PA, FA' sia costante anche in segno 
(considerandolo col segno + o ■ — secondochè A ed A' sono 
o no dalla stessa parte di P) , !e figiu'e inverse servono chia- 
ramente, in modo analogo a quello del caso precedente, a ri- 
solvere il problema generale : 

Per un pwnto P condurre una retta, dalla quale due date 
linee, o superficif, K, K' stacchino segmenti PA, PA' aventi 
nn rettangolo equivalente ad un dato R {con segno stahilito). 

Infatti è chiaro esser necessario e sufficiente che la retta 
congiunga P con uno dei punti comuni a .ff ed alla figura che 
si ottiene prendendo l'inversa di K' col eentro d'inversione F 
e col rettangolo dato R. 

E utile accennare (sebbene su questo metodo io creila di non 
insistere) che la figura inversa di una retta è un circolo pas- 
sante per il centro d'inversione P, quella di un circolo pas- 
sante per P è una retta, e quella di un circolo non passante 
per P è un altro circolo : quella di una sfera per P è un piano 
non passante per P, quella di una sfera non passante per P 
Un' altra sfera, ecc. 
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KsEM?io, — JP&)' un punto P del piano di due retie a, b 
concorrenti in condurre una retta r, che mcontri guelìe 
in modo che OP sia media })roporsionale fra i segmenti 
PA , PB intercetti su r fra P e ?e rette date. 

DoTeiido essere PA:I'0^=^0:FB, il problema equivale 
all'altro di condurre r in modo che il rettangolo di AP, PB 
sia equivalente al quadrato di PO , che è noto e fisso. Si 
costruisca allora il circolo inverso di OA col centro d" inver- 
sione P e col rettangolo uguale al quadrato di OP : esso 
sarà, un circolo passante per P, e basterà quindi cercarne 
tre punti. Se esso iocontra la h , il punto od i punti trovati 
congiunti con P danno tutte le rette cercata. 



e) Metodo tìei.la simiutudine, 

h\. — Una delle forme importanti della separazione delle con= 
dizioni è quella che può applicarsi quando si ti'atta di cercare una 
ÈTllqld 11 f d tlbl 

d l Ittdt fitfi If 

1 ftt h dpp qttmte figu f 

1 1 11 1 Id f I 11 ! 1 

1 1 t t p 11 m q 1 t l i t 



— I jm^tt 1 git 

1 ~ I 1 t ^ t 1 d 1 t 

Ita t 1 pp t d m t 1 h e&t 

Il 1 ì izi d 11 t fig d t 

TI d il 1 1 1 1 d 11 fig 

1 bl 11 t 1 t tt t t fi 

nìjli gldmt 1 t 

è f 1 1 t 1 11 1 h 1 11 t 

1 g I 1 g t 1 t 

E -Ci t g ì d t u a g ì k 

ì lat IP t lì ajiott ì jì ìt ì ì t h 

{cioè due segmenti m ed n taìi che b : e :: m : n). 

Si tralasci la condizione che sia dato a ; i triangoli che 
soddisfano alle restanti condizioni sono, come è noto, simili 



y Google 



fra loro, e si può costruirne uno, dandogli p. es. come lati 
m ed )t e come angolo compreso A. Fra tali triangoli si scelga 
quello in cui a è uguale al segmento dato ; esso, se i) è il terzo 
lato del triangolo [m, n, A) costruito, dev'esser tale che 

a:b: -.p-.m, «: c=r p :n , 

quindi hoc sono detei*mioati, ed il triangolo, noti i tre lati, 
è individuato. 

63. — 2° caso. Non sono dati segmenti, ma la figura (di 
cui sono dati solo angoli e rapporti di segmenti) debba avere 
una posizione determinata rispetto a certi enti dati. 

In tal caso si lascia quest'ultima condizione od una sua parte, 
in modo da procurare di ottenere infinite figure non solo si- 
mili, ma anche similmente poste i-ispetto ad un centro di omo- 
tetia: e fra esse si sceglie quella voluta che goda anche le 
proprietà relative alla posizione lasciati, in disparte. 

Si osservi che i luoghi geometriLi delle posizioni degli in- 
finiti punti omologhi nelle infinite figure simili che si ottengono 
sono altrettante rette passanti per il centro di omotetia, note 
dunque quando se ne conosca anche uu punto solo, e che le 
rette omologhe risultano parallele. 

La condizione da lasciarsi è generalmente che una linea 
passi per un punto determinato, o che un punto giaccia su 
una data linea. 

Esempio 1°. -- Per un punto P, situalo nell'interno di 
un angolo AOB, tracciare itn circolo tangente ai due lati 
dell'angolo. 

Suppongo dapprima che P non sia sulla bisettrice (fig. 3). 
Tralasciando la condizione che il circolo passi per F, si 
ottengono infiniti circoli (figure simili) omoteticamente situate 
rispetto al centro 0. Il nostro circolo deve essere fra essi, ed 
il punto P deve avere il suo omologo in ciascuno dei circoli. 
Se dunque si traccia uno qualunque di quei circoH e si con- 
duce la semiretta P che incontri questo circolo in M ed JV, 
dovrà essere P omologo dell'uno o dell'altro di tali punti. K 
siccome le rette omologhe sono parallele, così il raggio del 
circolo cercato passante per P dovrà essere parallelo ad uno 
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àei raggi del circolo costruito passanti per M &1 N: e do- 
vendo poi il centro ti'ovarsi aulla bisettrice dell'angolo, dovrà 




infine trovarsi sulla intereezione di questa bisettrice coU'una o 
coU'altra delle paraìlele condotte per P ad MC, iV C'. Una 
facile sintesi mostra cbe facendo così si trova effettivamente il 
cifcolo voluto, che il problema ammette due soluzioni, ec- 
cetto quando P giace sopra un lato, nel qual caso ne ammette 
una sola. 

La risoluzione precedente suppone che P non sia sulla hi- 
settrice. Se invece vi fosse (fig. i).. dotti M od JV i punti di 




intersezione de! cìrcolo qualunque ausiliare colla bisettrice e li 
uno dei punti di contatto, un processo simile mostra che il 
punto di contatto del circolo cercato collo stesso lato si ottiene 
conducendo da P la parallela a MM o ad NR. 

Esempio 2°, — Inscrivere in un quadrilatero ABCD una 
losanga coi lati paralleli alle diagonali dd qiiadrilateyo. 
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dizione che vi giacciano due coose- 
Fig. 5. 




I quattro vertici dovendo giacere sui quattro lati del qua- 
drilatero, trascuriamola 
cutivi dei quattro ; si 
hanno allora infinite lo- 
sanghe simili fra loro, 
con duo vertici M, 2V 
(fig.5)suduelatì/i-B, 
AD, e quindi gli altri 
due (per la omotetia 
delle Icffianghe) su due 
rette passanti per il ver- 
tice A. Ryidentemente 
la losanga cercata devo 
essere unadi e3se,quella 
elle ha ì! terzo vertice 
nel punto in cui la 

retta AP incontra il terzo lato DC ; giaccliè è facile vedere 
che il quarto vortice viene allora a cadere su DC. 

5-t. — Non è cho un aspetto speciale del metodo della si- 
militudine quel metodo che vien detto del jiro&^emft contrario, 
utile non di rado. 

Sia D una %ura data, rispetto alla qualo una figura in- 
cognita C debba avere una speciale relazione. Se prescindendo 
da tale relazione e tenendo conto soltanto delle restanti condi- 
zioni si hanno infinite figure C^ che siano simili fra loro, senza 
che simili ad esse vi siano alti-e figure che non siano C, , e tali 
inoltre che per ogni Ci esista una figura (sola) D, simile a D, 
in modo che Ci rispetto a D, abbia la stessa relazione che deve 
avere C rispetto a D, allora l'analisi del problema conduce al 
metodo seguente. Si costruisca ima qualunque delle figure C, , 
simile quindi all'incognita C, prescindendo da quello che si 
riferisce alla relazione con D; si costruisca di poi (quando si 
possa e si sappia farlo) la figura B, la quale goda rispetto 
a C| la proprietà che deve godere D rispetto a 0, e si costruisca 
ìndi una figura (7), O) simile alla (Dj, C,), in cui sia D omologo 
di -Di . Se tale costruzione è possibile, sarà G la figura cer- 
cata, essendo simile a f?i e godendo quindi tutte le propriL'tiì 
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richieste, prescintlendo cTa quelle relative a D: le quali d'al- 
tronde sono verificate esse pure, perchè ad ogni figura C-, (e 
quindi anche a (7) si è supposto corrisponda una Di ed una sola 
in moilo che C, goda rispetto a D, la proprietà richiesta. 
La -Di relativa alla C, è appunto la D. Il problema resta 
quindi risoluto, uè rimane che discuterlo. 

Esempio. — Inscrivere in un triangolo dato ABC un 
altro triaf)goìo i cui iati siano paralleli a quelli di tin 
ferzo triangolo dato DEF, 

Se prendiamo gli infiniti triangoli coi lati paralleli a quelli 
di DEF, essi sono simili fra loro ed a quello cercato, e 
costituiscono {prescindendo dalla posizione) tutti i triangoli si- 
mili ad essi: se attorno a ciascuno di essi si circoKcrive un 
triangolo coi lati paralleli a quelli di ABC, i nuovi trian- 
goli sono simili fra loro e ad AS 0. Si costniisca allora una 
figura simile ad una qualunque delle figure cosi ottenute, ma 
in modo che ii triangolo circoscritto sia uguale ad ABC, il 
che è possibile, solo che lo si costruisca con un lato uguale 
al corrispondente di ABC: sarà il triangolo, che cosi risulta 
inscritto, quello richiesto. 



15 2. — Metodi di trasformazion* delle condizioni. 

(() Concetto ih tali metoih. 

55.^ — I metodi di separazione delle condizioni esposti pre- 
ccdeutemoiittì sono i più notevoli, ma non sempre sono appli- 
cabili. Se ciò accada, non resta clie ricorrere a quanto si 
disse in generale esponendo i metodi analitico e misto, cercare 
cioè di ridurre il problema ad un altro, che sia equivalente ad 
esso sua conseguenza, dimodoché questo, o essendo noto, o es- 
sendo assoggettabile ai metodi precedenti o ad altri, possa 
condurre alla soluzione. 

Il passare da un problema ad uno equivalente, o conse- 
guenza, consiste unicamente nel modificare le condizioni imposte 
dal problema dato, in modo da fare assumere a questo l'a- 
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spetto di una questione differente o per natura di dati o pei' 
qualità d'incognite. Sotto questo concetto rientrano, a vero 
dire, anche i metodi già esposti di separazione delle condizioni; 
ma la semplicità e la mancanza di artifizio dell'idea fonda- 
mentale, quella ohe se K deve soddisfare alle condizioni A a lì 
ò comune ai gruppi degli enti che soddisfano sepai'atamente ad 
yl e a B, mi ha spinto a fare di quei metodi una prima car^ 
tegoria a parte. 

La trasformazione delle condizioni a cui alludo in questo 
paragrafo è pifi sostanzinle, e tende a sostituire all'incognita, 
od a qualcuna delle condizioni, qualche altra incognita, qualche 
altra condizione. In tal modo, o si scuopre direttamente la so- 
luzione del problema, o questo si riduce ad una separazione 
dì condizioni. 

Dirò poche parole sugli artitìzì principali da usarsi per tale 
metodo, 

h) ElPIlZlONE n'iKCOGNlTK. 

5(ì. — Una speciale trasformazione di condizioni e quella 
che si fa quando si cambiano lo incognite, sostituendo a quelle 
richieste altre più agevoli a ricercare, e da cui quelle volute 
si deducano poi facilmente. Già è accaduto di far cenno di 
un tale artifizio, portando esempi di alcuni casi in cui si po- 
teva riduiTe la questione alla ricerca di un punto per utiliz- 
zare il metodo dei luoghi geometrici (43); il concetto peraltro 
è generale, e non si limita a questo. 

Nessun precetto può darsi che si riferisca ad ogni caso: ed 
io non farò che citare pochi esempi. 

57. — Esempio 1". — Costruire un triangoìo rettangolo ABC, 
&i cui sia noto il cateto AB, e ì a proiezione kJi di questo 
sull'ipotenusa. 

Evidentemente basta cercare il triangolo ABI), giacche di 
poi, prolungando AD oltre D e inalzando in B la pei-pen- 
dicolare ad AB, si ottiene il triangolo cercato. Prendendo per 
incognita ABI), di cui sono noti l'ipotenusa ed un cateto, si 
cade in un problema noto. 
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Esempio 2° — Costruire un triangolo ABC, di cui siano 
noti im iato AB, l'angolo opposto ACB, e la sonima dei 
due lati AC, CB che comprendono questo angolo. 

Prolungando CB oltre C di CD — AC, il segmento H D 
è noto, e ai forma un triangolo ABI) rial c[uale si deduce 
quello cercato facendo l'angolo DAC uguale a quello ABC. 
Si prenda dunque per incognita il triangolo ABB, il quale 
si sa costruire, essendone noti due lati {AB, BD) e l'angolo 
ABB opposto ad uno di essi, giacché a causa del triangolo 

isoscele ACB, si ha ABC = -ACB. 

Esempio 3". — Costruire tin rombo ABCD, conoscendo in 
somma delle sue. diagonali ed il lato. 

Se le diagonali si segano in 0, chiaramente dalla conoscenza 
del triangolo ABO si risale immediatamente a quella del rombo. 
Si prenda dunque per incognita il triangolo rettangolo AOB. 
In questo è nota l'ipotenusa AB ala, somma dei cateti (metà 
della somma delle diagonali del rombo), talchi; esso si costriiirA 
secondo l'esempio precedente. 



e) Movimenti. 

58, — Sposso la difficoltà dell'analisi di un problema di- 
pende da questo: che i dati non hanno un» posizione relativa 
adatta per l'applicazione di qualche metodo di rìsoluidone. S'in- 
tende quindi come si possa in tali casi agevolare talvolta l'ana- 
lisi, cambiando le condizioni date collo spostarle alcune parti 
della figura per ravvicinarle ad altre o, comunque, disporle 
altrimenti, producendo figure più semplici e più comode. 

I movimenti di alcune partì delle figure sono spesso le tras- 
formazioni di condizioni più utili per giungere a fare l'ana- 
lisi di un problema. 

I movimenti più elementai'i e di più largo uso sono lo tras- 
lazioni parallele e le rotazioni. 

59. — La traslazione parallela è chiaramente utile quando 
si conoscono angoli di linee non consecutive, giacch&-essa non 
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altera gli angoli, e può servire a ravvicinare lìnee in modo da 
formare triangoli o poligoni costruibili coi dati. 

Essa serve a risolyere il problema generale ; 

Date due linee o superfìcie, o una linea ed una superficie, 
costruire un segmento che abbia gli estremi uno su ciascuna 
di esse, e che sia uguale e parallelo ad un segmento dato. 

Se infatti le due linee o superficie sono E ed E\ ed il 
segmento cercato è AB che debba avere !" estremo A su E 
lì quello B su E' essendo insieme parallelo ed uguale ad un 
altro segmento dato s, l'ente E spostato pai'allelamente a 
sé stesso nella direzione di s e di un tratto uguale ad s da 
A verso B, deve incontrare E' in B: e viceversa, spostando 
E parallelamente a se stesso secondo s e da uno dei punti in 
cui dopo tale spostamento incontra E' conducendo la parallela 
a D, è chiaro che su tale parallela esiste un segmento cercato. 

Il problema, dopo ta trasliizione, è dunr|ne ridotto alla ri- 
cerca di una intersezione. 



60. ~ Esempio 1". — Date in un circolo due corde AB, CD, 
cercare sulla circonferenza un punto X tale che le XA, XB 
stacchino sulla retta C D mm segmento F G uguale ad un 
segmento dato. 

Sia il problema risoluto, e si sposti FG parallelamente a 
%h stesso, in modo che F cada in A (fig. 6) : cadrà G in un 




altro punto S, il quale è costruibile coi dati essendo uguale ad s 
e parallelo a CD. Allora sarà HG parallelo ad A'X., e 
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SGB =; AXB, talché HGB è un angolo di cui è capace l'arco 

dato AXB. Sarà dunque G un punto d'incontro di CD 
(retta data) con uno degli archi capaci dello stesso angolo di 

cui è capace AXB (uno degli ardii di A B) descritto su HB 
come corda. 

Tralascio la, facile sintesi e la discussione, avendo voluto solo 
mostrare l'uso della traslazione per la ricerca dell'analisi. 

Esempio 2°. — Un punta mobile in un piano quando è 
in ima eerta posisione vede due punti A, B sotto un dato 
angolo a : poi si posta di un segmento noto s , in dire- 
sione nota, e dopo vede i medesimi punti sotto un altro 
angolo pure dato [3. Determinare la primitiva posizione 
del punto. 

Dovendo la primitiva posizione essere sulla coppia C di archi, 
luogo geometrico dei vertici degli angoli a coi lati passanti 
per .4 e B, e la posizione nuova sulla coppia C" di archi, 
luogo geometrico dei vertici degli angoli |3 coi lati passanti 
per J. e B, la congiungetite queste due posizioni dev' essere 
un segmento di gi'andezza e direzione nota, che appoggia cogli 
estremi su C e C. Si ricade dunque nel caso del problema 
generale fatto al g precedente: la posizione primitiva dovrà 
trovarsi su una delle intersezioni della figura C' con quella 
che si ottiene spostan'lo la C parallelamente a sé stessa di un 
segmento ugaale e parallelo ad s — La sintesi è semplice ed 
evidente, e non resta che discutere il problema. 

61. — Il movimento di rotazione giova spesso, oltreché in 
altri casi, a rovesciare un segmento, un angolo, un diedro, ecc. 
in modo da farli coincidere con se stessi di nuovo, avendo per 
altro gli elementi invertiti. Con esso si perviene talora a rav- 
vicinare elementi dati die devono nella figura cercata essere 
a distanza, come col movimento precedente, e più spesso a 
dare origine a figure ausiliarie simmetriche, sul cui asse di 
simmetria giace qualche punto da cui agevolmente si deduce 
l'ente cercato. 
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- 63 — 
della rotazione si risolse il seguente problema 



Date due linee piane l, , Ij ed una retta r del loro 
piano , costruire tm segmento eogli estremi su quelle linee , 
e bisecato da r. 

Se infatti si ribalta /, attorno ad r, ogni punto d'incontro 
della posizione nuova di l, con l^ sarà l'estremo su l.^ di uno 
dei segmenti cercati. 

63, — Esempio 1". — Costruire un triangolo, essendone 
noti tm angolo A, Valtessa h e la mediana m partente dal 
vertice di esso. 

Sia il triangolo cercato ABG{^%. 7), e sì rovesci ponendo B 
in C, O in B, ed A in At da parte opposta di BC, il che si 
otterr;l facenrlo rotare la figura di 180" attorno al pnnto medio 

Fig, 7. 




di BG. Passerà la mediana AM prolungata per Ai , e sarà 
AAi = 2 AM, essendo la figura A OAi B un parallelogrammo. 
È dunque noto ^1 ^i: ed essendo noto l'angolo AB Ai supple- 
mentare di quello in A, potrà costmirsi il triangolo AHM 
(noto per l'ipotenusa m ed il cateto h) e cercare il ponto B 
che deve essere sulla retta MH e vertice di un angolo noto , 
coi lati passanti per A ed A^ ; da B si costnùsce poi C. Di 
qui la facile sintesi che si tralascia. 

Esempio 2**. — Data una retta MN e dati due punti A e B 
da una stessa parte di essa, trovare su MN un punto X 
tale che le sue congiungenti con A (! B formino con ÌA'S 
angoli uguali. 
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Se, supposto il problema risoluto, si ribalta la figura at- 
torno ad MN {&g. 8), talché A, B vadano in A', iì', i duo 




angoli AXM, B'XN sono uguali, peiciò opposti al vertice: 
duiic[ue AX k il prolungamento di B' X. Si vede dunque che 
X è il punto d'incontro di MN colla congiungente di A col 
simmetrico di B, o di B col simmetrico di A, essendo la 
simmetria rispetto ad MN. 
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GAP. IV, 

Metodo algebrico 
per la risoluzione dei problemi di Geometria. 



^1. — Osservazioni generali. 

63. — I metodi precedentemente accennati servono a ri- 
solvere i problemi geometrici col sussidio della pura geometria; 
ma anche alle questioni geometriche può , come a questioni 
d'altra specie, dare largo aiuto l'aritmetica e l'algebra. 

Si pensi infatti che in ogni classe di grandezze geometriche, 
sceltane nnn come unità, ad ogni grandezza della classe corri- 
sponde come misura un numero (dell'aritmetica, un valore asso- 
luto) : — che ad una grandezza maggiore, equivalente o minore 
di un altra corrisponde, se esse si misurano colla stessa unità, 
un numero rispettivamente maggiore, equivalente o minore che 
a questa : — che la misura della somma o della differenza di 
più gi'andezze è uguale alla somma od alla differenza delle 
singole misure: — che se quattro grandezze sono in propor- 
zione saranno in proporzione anche le loro misure, prese le 
prime due con una stessa unità, e così le ultime due. Si ca- 
pisce allora come da ogni questione di geometria, che si rife- 
risca ad equivalenze, inequivalenze o proporzioni, dipenda una 
analoga relazione aritmetica, e come reciprocamente da questa 
si risalga a quella. Ne viene che in un problema di geometria, 
indicate p. es. , con x, y, s, . . . le misure degli enti inco- 
gniti e con (t , h , e , . , . quelle degli enti dati , le relazioni 
fra questi enti e quelli forniti dall'enunciato o da teoremi di 
geometria conducono ad altrettante relazioni fra le misure 
X, y, js, «, h, e, 

'Tali relazioni sono vere equazioni ed inequazioni, risolute 
le quali (qttando si possa) avremo le incognite espresse in fun- 
5 Dkitazzi, Miavhii. dei iirollcmì ecc. 
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zione delle misure note. Se sono richiesto soltanto lo misure 
delle incognite, a questo punto il problema è terminato e ri- 
soluto: altrimenti converrà costruire l'ente geometrico che cor- 
risponde a quelle misure, sia ricorrendo al modo con cui si 
cercano le misure, sia ricavando dalle formole stesse la co- 
struzione geometrica (vedi oltre, § IV). 

Nell'usare il metodo algebrico per risolvere i problemi geo- 
metrici si ricordi che può essere di molto aiuto la trigono- 
metria, la quale del resto non è che un capitolo di applica- 
zione dell'algebra alla geometria. Non si dimentichi che le varie 
funzioni trigonometriche non sono che rapporti fra segmenti, 
e perciò numeri indipendenti dalle unità scelte, die non rap- 
presentano quindi misure di enti, come lo sono invece i dati 
e le incognite. Oltre [[ueata, non occorre per la trigonometria 
nessuna osservazione s 



61. — L'andamento di un problema di geometria trattato con 

questo metodo è quello accennato in generale per lo questioni 

algebriche con enunciato {Parte 2", § TI), coH'aggiunta di 

un'ultima parte speciale, propria solo dei probleini geometrici. 

Per una tale risoluzione dovremo : 

1° intavolare il problema ; 

1° risolvere le equazioni ed inequazioni trovate ; 
3** discutere la soluzione; 

4" interpretare (se così richiede il problema) la formula 
trovata per ricavarne le costruzioni geometriche da eseguirsi 
sui dati. 

Di queste varie parti occorre dire brevemente qualcosa, 
eccetto della seconda, la r^uale è una pura e semplice questione 
algebrica, di cui si è detto già in generale (l'aite 2*, § I). 

§ 2. — Intavolazioue del problema, 
— Omogeneità delle formole. 

*i5. — L'intavolaziene dei problemi obbedisce alle leggi ge- 
nerali date per tutti i problemi algebrici con enunciato, colla 
•, che l'enunciato non dà sempre tante condizioni 
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quante sono necessaiie ad iudividuare gli enti cercati, dovendo 
le restanti essere attinte fra quei teoremi già noti che si adat- 
tano a legare (va, loro gli enti incogniti ed i dati. Qui pure è 
talora utile l'introdurre delle incognite ausiliarie, che aumen- 
tano, è vero, il numero dogli enti da cercare, ma che ci per- 
mettono di scrivere più facilmente tante relazioni quante occor- 
rono per determinare esse stesse e le vere incognite del problema. 

(>6. — Kell 'intavolare e nel risolvere un problema di geo- 
metria si devo tener presente un' osservazione importante, ed 
è quella che ogni relazione che si adopera, od a cui si giunge, 
deve essere omogenea. 

Ricordiamo che si dice omogeneo un polinomio quando 
i gradi di tutti i suoi termini sono ugnali, ed omogeneo ri- 
spetto a certe lettere quando sono ugnali i gradi rispetto a 
queste lettere, cioè le somme degli esponenti di queste lettere 
in ogni termine. Si osservi allora che quando un polinomio 
ò di grado m rispetto a certe lettere a, h, e...., se a ciascuna 
di queste lettere a, b, e... . si sostituisce rispettivamente ka, 

M, lic , dove k è una costante arbitraria, in ogni termine 

comparirà lo stesso fattore h tante volte quante indica il grado 
m dei termine; talché nel nuovo polinomio si potrà porre in 
evidenza li"', che moltiplicherà il polinomio primitivo. 

Per parlare di omogeneità anche in espressioni non intere 
e non razionali, come si trovano nella risoluzione dei problemi 
geometrici, prenderemo quest'ultima proprietà come definizione 
di omogeneità, dicendo in generale: 

« Un'espressione algebrica si chiama omogenea di grado m 
« rispetto a certe lettere a, 6, e..., quando, sostituendo a eia- 
« scuna di queste lettere rispettivamente ha, ìcb, kc..., l'espres- 
« sione nuova è uguale alla primitiva moltiplicata per h"\ dove 
« per m si può intendere anche un numero negativo, o fra- 
« zionario , o irraaionale , o lo zero » . 

In questa definizione, per il caso dei polinomi, è evidentemente 

compresa l'antica. Si vede con essa allora, p, es., che, rispetto 

a tutte le lettere contenute, l'espressione x* tf -^oé'''/ -\-l y' è 

x^ -{- w^ 1 / 3i -i- ■'/ 

omogenea di grado 5, — r è omogenea di grado 0, 1/ -; r- 

x'—if r .«-— 1/ 
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è omogenea di grado — 5 • '^ rispetto alle sole lettere a , h 
il radicale j/ca*+cH* è omogeneo di grado 2, ecc. 

fi?. — Si osservi ora che le relazioni geometriche (dato o 
rilevate da teoremi] esprimono uguaglianze, disuguaglianze, 
proporzioni, giacché sono queste le questioni delle quali si 
occupa la geometria elementare e che sono suscettibili di es- 
sere tradotte in formule. Le relazioni algebriche corrispondenti 
sono dunque tutte dei tipi 

m zt n dz jì -\- . . . = a±h±c± . . . 
e 

, m n 
m:n::a:o, cioè — =;- mb^na , 
n b 

le quali dunque sono chiaramente omogeneo di grado rispet- 
tivamente 1, e o 2, rispetto alle misure clie contengono, le 
quali si riferiscono nelle formole del X" tipo tutte a grandezze 
della etessa specie, e in quelle del 2" tipo a grandezze che 
sono di uguale specie le prime due fra loro e le ultime due 
fra loro. 

Se, com'è caso frequente, s'introducono nelle formole le 
misure di soli segmenti, allora pensando che le aree sono, com'è 
noto, tutte di 2° grado rispetto alle misure de' loro elementi 
lineari, 0, se sono espresse con una sola lettera, si possono 
sostituire con un quadrato di un segmento, ed i volumi sono 
del 3° grafie o si possono ridurre in cubi equivalenti, si vede 
che le formole del 1" tipo, secondochè si riferiscono a segmenti, 
ad àree od a volumi, sono omogenee del 1", del 2" del 3" 
grado rispetto alle misure dì lunghezze ohe esse contengono. 

In modo simile si vede che le formole del tipo — ~t sono 

sempre di grado zero, mentre l'equivalente tipo mb^na è 
pure omogeneo ma di vario grado, secondochè m ed n, e cosi 
« e &, sono lunghezze, aree volumi. Se le formole si riferi- 
scono ad angoli o diedri, noa si ha che da considerarle tali 
quali sono date, ed allora sono già omogenee, come si è detto. 



y Google 



-es- 
si conclude dunque che le espressioni algebriche, date o de- 
dotte da teoremi noti per intavolare problemi di geometria, 
sono necessariamente omogenee rispetto alle misure di linee, 
di superfìcie, o di volumi che esse contengono. 

68. — Quanto è detto nel numero precedente vale soltanto 
finché si lasciano indeterminate le unita di misura, le quali, 
occorre notarlo, devono essere le stesse per tutte le grandezze 
di una stessa specie usate nell' espressione, ed inoltre per le 
aree ed i volumi devono essere rispettivamente il quadrato ed 
il cubo aventi per lato l'unità lineare scelta : senza di che non 
sarebbero vere le relazioni dedotte dai teoremi, e non varreb- 
bero le forraoie ordinarie delle aree e dei volumi, che sono ot- 
tenute appunto in quell'ipotesi. Che se invece si sceglie per 
unità di misura qualche ente dell'espressione stessa, allora l'o- 
mogeneità si viene a perdere, venendosi a sostituire ai termini 
corrispondenti a quell'ente il numero 1. 

Così p. GS. il teorema di Pitagora dà la relazione omogenea 

finche l'unità è indeterminata: ma se si prende por unità a 
stessa, si ha invece l'espressione non omogenea 

l^-b" + c" . 

(i9. — E interessante, anche per la generalità delle unità 
di misura, che ogni relazione sia omogenea: se non lo fosse, 
(ed abbiamo ora visto come ciò possa accadere) si potrà sempre 
renderla tale. Infatti, se p. es. b è una delle misure, quella 
di una certa grandezza S che comparisce nell'espressione, ed 
è presa rispetto a quella speciale unità scelta, indicando con 
A tale unità e prendendo le misure a' e b' dì A e Ai B ri- 
fi' 
spetto ad una nuova unità indeterminata U, si sa che b=^—, 

a 

per cui si può nella espressione data sostituire -j a 6, e rap- 
porti analoghi alle altre misure, mantenendo sempre la stessa 
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unità V. Cambiando a',V ecc. in 1-n!, kV , ecc. i rapporti -; ecc. 

a 
non mutano, e non muta quindi l'espressione stessa che solo 
dipende da essi : dunque tale espressione è omogenea e di grado 
zero rispetto alle nuove misure, Cos\ p. es. la formola del teo- 
rema di Pitagora soprascritto si cambia nell'altra omogenea. 



70. — L'omogeneità che esiste in una formula permette di 
ritenere questa riferita a qualunque unità, anche se essa è stata 
trovata rispetto ad un'unità speciale. Infatti si sa che cam- 
biando unità in una classe di grandezze tutte le misure mu- 
tano proporzionalmente, restando tutte moltiplicate per un me- 
desimo numero h. ìlLs, poiché la formula data è omogenea, 
p. Gs. di grado m, se si sostituiscono alle antiche misure le 
nuove, che sono le antiche moltiplicate per h, l'espressione si 
cambia nella primitiva tutta moltiplicata per Iz"" , ed è quindi 
verificata insieme a quella. 

71. — È ora evidente che dato un sistema di relazioni ap- 
partenenti ad un problema geometrico e relative a certe gran- 
dezze incognite e note a:,y,.-.a,h,..., poiché esse sussistono 
ancora sostituendo ad x,y, ... a,b, ... rispettivamente kx, hy ... 
Ica, ki, ... , dalle formule ohe si ottengono risolvendo le equazioni 
od inequazioni ci e danno v y . se ne possono ricavare altre, 
vere con e se sostituendo hx hy, . . . ka,hì>, . . . &A. x,y,. . . 
a, &, ... : talché siccome da x-=A si ricava 'kx-=hA, si con- 
clude che le formule che danne a.', y,... sono tali che i loro se- 
condi membii si cambiano m se stessi moltiplicati per h, quando 
alle lettere che indicano quantità note a,ì},. .. si sostituisce 
ha, hh,..., cioè sono omogenee e di 1" grado rispetto ad esse. 

Si ha perciò una prima conclusione, che cioè le formule fi- 
nali che danno le incognite devono esse pure essere omogenee, 
purché le misure che compariscono in esse siano misure di 
grandezze della stossa specie, e nessuna grandezza di quelle 
usate sia presa per unità di misura : e di più sono omogenee 
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eli 1" grado, se le grandezze note sono tutte della stessa na- 
tura dì quelle incognite. 

Che se invece p. es. x è un'arca e le quantità note sono 
lunghezze, allora pensando che per l'omogeneità delle formule 
primitive si doveva ad x sostituire a^i^ con x^ conTeniente ed 
indicante lunghezza, si vede essere la fornitila che dà x^. omo- 
genea dì 1" grado rispetto alle misure di lunghezza date, e 
del tipo x^^A\ talché, essendo x^-^x, sarà j:~^*. Sosti- 
tuendo ad ogni linea 3?, , a, & . . . rispettivamente ^'.^1 , Ita, kh,... 
sì avrà, (itr,)^ — itVi^ — frM^ cioè l^r = l^A^- ossia l'espres- 
ìaione che dà i dev essere omogenei di 2" giado iispetto alle 
misure di linee che contiene 

Analogamente ■*! lede che ogni formuli che dà X in fun- 
zione di lunghezze, quando j- è un volume dev es'-eie omogenea 
di 3' gl'Ilio iwpetto alle misuie di lunghezza che compiii- 
scono m essa 

Riassumendo dunque si conclude che se le unità di mi'>uia 
sono lasciate indeterminate le fjimule finili che danno lun- 
ghezze, iiee, volumi, angoli, aiuhi ecc sono omogenee di 1" giado 
rispetto alle misure date se queste si iifenscono a giandezze 
tutte dellt loro specie sono invece 1 ispettivimente di 1" 2" 
3° grado quelle espiimenti rispettivamente lunghezze, supei- 
bue e volumi se le gixodez^e note sono tutte lunghezze 

Non voglio tralasciare di iicoidaie che se compatiscono nelle 
foimule alcuna funzioni ti igono metriche queste non lappicsen 
tano elementi che influiscano fui giado e sull omogeneità, es- 
sendo esse lapparti fia giande/ze 1 quali non mutano al inutaie 
umtii di n isuru 



§ 3. — Discussione deile soluzioni. 
-- Questioni di massimo e di iiiìuimo. 

72. — Circa la discussione delle formule che risolvono i 
problemi, avremo da ricordare qui le avvertenze fatte in ge- 
nerale (20-23). 

B delle grandezze geometriche, per la definizione che 
1 geometria elementare (almeno prima della trigono- 
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metria) sono numeri dell'aritmetica, mentre le equazioni ed 
inequazioni di cui ci si serve sono studiate invece e risolute 
nel campo dell'ordinaria algebra, usando quindi i numeri col 
segno +0 — . Ne viene, secondo quello che si disse in gene- 
rale, che dovremo, o esplicitamente, o tacitamente, convenire 
di indicare le misure geometriche con una delle due classi di 
numeri dell'algebra, i positivi od ì negativi: per il solito {e così 
si conviene se non è detto il contrario) si scelgono i positivi, ed 
allora occorre esaminare le soluzioni finali rigettando le solu- 
zioni negative. Le quali peraltro, come si accennò già, si adat- 
tano spesso, prese che siano positivamente, ad un altro aspetto 
del problema, qualora almeno la questione in quest'altro aspetto 
si esprima colle stesse equazioni ed inequazioni, dove è stato 
soltanto cambiato il segno alle incognite che risultano ne- 
gative. 

Si ricordi che generalmente le disuguaglianze a cui devono 
soddisfare le incognite si separano dalle equazioni, e ci si li- 
mita a risolvere queste: di quelle dovremo dunque tener conto 
nella discussione, giacché, avendo fatto l'analisi senza di esse, 
spetta alla sintesi il determinare le incognite in modo che vi 
soddisfino , e la sintesi già, si disse che si suol fondere colla 
dis. 



73. Occorre notare che certe espressioni delle soluzioni, che 
sono da rigettaci anche in algebra , accennano talvolta ad una 
soluzione del problema geometrico sotto un aspetto speciale. 
Se p. es. il problema si riferisce a segmenti e ricerca la di- 
stanza da un punto dato di una retta r a quello in cui r 
taglia un'altra l'etta s , se la soluzione si presenta sotto una 

delle forme -- , tt la soluzione algebrica ò da rigettarsi ; ma 

geometricamente le formolo ci dicono che nessun punto od 
infiniti punti risolvono il problema , e che perciò r ed s sono 
rispettivamente parallele o coincidenti. 

y intende che questa osservazione ed altre simili devono 
essere fatte soltanto dopo sìngoli esami , caso per caso ; ma 
occorre non dimenticarle. 
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74. Esempio — Dividere un segmento in media ed estrema 
ragione. 

Sia il segmento AB lungo a, e si cerchi il punto C, che 
ne operi la divisione in modo che sia 

AB: AC:: AC: CB . 

S'indichi con x la lunghezza di AC, rappresentata da un 
numero positivo . come riterremo sia. a : dovrà allora essere 



(1).... 

da cui 



x' -i-ax — a^^Q , 



-;v-^- 



^(^5 — 1), e risponde 
nell'equazione (1) tutte lo con- 



Delle due soluzioni una 

alla questione, essendosi 

dizioni del problema : l'altra è negativa , ; 

e non sodtlisfa al nostro problema, dunque per esso va rigettata. 
Ma se si osserva che i due segmenti AB, AC considerati po- 
sitivi hanno un estremo comune, e, partendo da quello, la stessa 
direzione, nasce spontanea l'idea di considerare i segmenti 
coll'origine in A ed in direzione opposta (dei quali non ci si 
serviva nel problema nostro) misurati dai numeri negativi. Ed 
allora, siccome il valore trovato ccj preso con segno + soddisfa 
alla (1) dove ce sia mutato in — x, si può dire che «j, preso 
col -f invece che col — , ci dà la distanza da A, considerata 
sulla direzione opposta ad AB, a cui deve trovarsi un punto C', 
tale che la distanza sua da A presa in valore assoluto sia 
media proporzionale fra il segmento AB e quello che ha per 
misura a + x, cioè C'B. 

La soluzione negativa offre quindi la soluzione dello stesso 
problema, reso piii generale coli 'ammettere che il punto C che 
divide i! segnaento possa essere anche t 
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Esempio 2° — Di un triangolo sono dati due iati e quella 
bisettrice del triangolo che passa, per il vertice comune ad 
essi: trovare il terso lato. 

Si dicano m, n, b le misure dei due lati noti e della bi- 
settrice. Per agevolare l'iiitavolazioiie del problema si prendano 
come incognite x, y le misure dei dire segmenti nei quali la bi- 
settrice divide il lato sconosciuto ; la misura di questo sarà 
quindi x + y. Scegliamo i numeri positivi per indicare le gran- 
dezze : tali saranno quindi i», n, b, e tali dovranno risul- 
tare X ed y. 

Secondo due noti teoremi geometrici abbiamo 



(!)■ 



x:y:^m:n 
mn = h^ + xy , 

e queste equazioni, insieme colla condizione che x eà y uniti 
ad Mi ed n possano dare origine ad un triangolo, equivalgono 
al problema : giacché se quest'ultima condizione è soddisfatta 
e si costruisce il triangolo coi lati m, «, x + y, e il punto di 
quest'ultimo, che lo divide nei due segmenti x ei y , si unisce 
col vertice opposto , la congiungente è la bisettrice a causa 
della 1° delle (1), e se si indica con ^, sarà, 

mn=^fi^-{-xy , 

per cui, a eausa della 2^ della (1), avremo |^=^, ed i! 
triangolo avrà gli elementi dati. 

Le condizioni affinchè m, n, x-\-y siano lati di un triangolo 
sono 

x + y<zm + n , x + y>m--n , 

dato che, se non è m^^n, sia m>n; la seconda si può tra- 
lasciare quando Mf — w, ma si può anche conservare essendo 
verificata spontaneamente da ic ed j/ positivi. Di tali condi- 
zioni ci occuperemo nella discussione. 

Dalle equazioni (l), risolvendole, si ottiene facilmente 
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doye per i radicali si sceglie il segno + , e cosi l'analisi è 
terminata. 

Nella discussione si avvertirà die il problema avrà risoluzione 
in ogni caso in cui per x ed ì/ risultano valori reali e diversi 
da zero {che allora sono anche positivi per nostra scelta) 
soddisfacenti alle condizioni 

Perchè siano x ed y reali e diversi da zero, occorre che sia 

ìnn':>b- , cioè b<:ymn . 

La condizione x-\- y<^m + n k sempre soddisfatta, giacche 

ì/mn-¥ 
x + y^{m + nì\/ ■ 



e la relazione citata si riduce 



ì /mn — ò^ . . I /«"■*— ''' 
j() y , — — _ < ìit 4- n , cioè 1/ 



soddisfatta quando h, come infatti è sempre, non . 
L'altra condizione delle (2) dà 



^»)l/-^>....... 



\m +n/ 



i + nj {m + ny 
4 m^ n^ 
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: finalmente, poicht 6, m, n. sono positÌYÌ, 

m + n 
Le condizioni sono dutiquo le due 



{3)- 








h 


<- 


+ » 




b'. 


ma 


siccome 


SI 


ha 






^ j 


2 


mn 



giacche questa disuguaglianza equivale a 

, ^ imn . , , ,. ~. , -, ,--> A 

1 ^ , Cloe (m + ny ^ imn, ossia {ììi — «)'= , 

così basta che sia soddisfatta la V^ delle (3), perchè lo sia 
anche la 2*. 

Si concluderà, adunque che il problema è sempre possibile 



75. La discussione della soluzione dei problemi geometrici si 
presta a trovare dei massimi e dei minimi di alcune grandezze 
geometriche. Infatti, risolvendo il problema e facendo la discus- 
sione, la condizione che le incognite siano positive o reali 
conduce in generale a disuguaglianze fra le quantità che con- 
corcono a formare il valore delle incognite, risolvendo le quali 
disuguaglianze rispetto ad una quantità q che comparisca in 
esse si hanno relazioni delle forme 

Ora dalla prima di queste si vede che il minimo valore che 
può prendere q è », dalla seconda che t è il massimo valore 
di q. Se venisse soltanto 

y>!( o q<h 
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senza il segno = , allora a (o 6) sarebbe nii cosidetto limite 
inferiore (rispettivamente lìmite superiore) al quale q si po- 
trebbe accostare quanto si vuole, senza divenirne minore (risp. 
maggiore) né raggiungerlo. 

Quando un problema chieda esplicitamente di cercare il 
massimo od il minimo di una quantità q, allora si cerchi 
un'altra quantità, j» che sia legata con q e variabile con essa, 
e si risolva la questione di determinare p in funzione di g e 
delle altre quantità note del problema : poi si pongano le 
condizioni che p esista, e sia reale e positiva, e si ricadrà nelle 
disuguaglianze eli cui si è detto sopra, che ci forniscono i 
valori estremi di q . 

Cosi p, es : nell'ultimo problema se fossero stati dati mì ed n 
e si fosse cercato il valore estremo possibile per la bisettrice è, 
in modo che desse origine ad un triangolo avente m ed n per 
lati, si sarebbero potute prendere per incognite le porzioni del 
terzo lato come si è fatto nella risoluzione precedente, ed allora 
concladendosi, come si b visto, che deve essere 



ottenuto come valore massimo (non raggiungibile) 

)er h, cioè come limite superiore, il valore . 

m-\-n 



IH. — Diamo un esempio di questioni trattate nel modo 
anzidetto. 

S'indichi con S l'area variabile di un rettangolo inscritto nel 
circolo, il cui raggio sia r: varierà S al variare della lunghezza 
di un lato del rettangolo, e viceversa. S'indichi dunque con ì la 

lunghezza di un lato : l'altro sarà dato da ~ , e per il teorema 

di Pitagora applicato al triangolo rettangolo formato da due 
lati del rettangolo e dal diametro del circolo, che è sua diago- 
nale, sarà 
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Posto V =y, l'oquazione è del 2° grado, e ci dà, risolvendola, 



(1). . . r=2)-^±|/4/— 5'\ 

Ho questo radici sono reali, esse sono entrambi positive, 
essendovi nell' equazione da cui dipendono due variazioni di 
segno : e quindi si avranno per l due valori (prendendo soltanto 
quelli positivi) ae le (1) sono reali. Tali valori corrispondono 
ad una soluzione sola, giacché essendo il loro prodotto uguale 
ad (S, una soluzione dà un lato del rettangolo, la, seconda 
dà, l'altro. 

La condizione da verificarsi è dunque che le radici (1) siano 
reali , per cui occorre che sia 

4r' ^ 5'- , 



Il maggior valore di S è dunque 2 r^ , per il quale sì hanno 
due vaioli uguali per l : il retta.ngolo richiesto è perciò i! 
(Quadrato. 



§ 4. — Intei'pretaziouii geometi-ica delle t'onnule. 

17. Occupiamoci ora dell'ultima parte della risoluzione dei 
problemi con metodo algebrico, quella che dalla ispezione delle 
formule giunge alla costruzione dell'ente geometrico richiesto; 
processo che suol dirsi costruzione o interpretazione geometrica 
delle £ormiile. 

Incominciamo dalle formule die danno i segmenti, e che, 
come si è visto, devono esaere omogenee e di 1" grado rispetto 
a segmenti soli. Se «, 5, . . . indicano misure di segmenti 
noti, X, y, ... misure di segmenti incogniti, e colle corri- 
spondenti lettere maiuscole s'indicano i segmenti che hanno 
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quei numeri per misura, avremo i seguenti tipi più semplici 
di formule, coi quali ordinariamente si formano le altre tutte: 

x = a±ì.. x=~, x = ]/Vb, x=^7^J^'. 

1" Da x^=a-±.h, si rilo?a 

costruzione nota della somma e della differenza eli due segmenti, 

2° Da x^^ — , si ha xc=:al}, donde c:a, = h:x, da 
e 
cui si rileva 



quindi X è lii quarta proporzionale dopo C, A, B, e ne è 
nota la costruzione. 

3" Da a; = ^a h si deduco x"^ — ah, e perciò « ; a: =; *■ : 5 ; 
da! che avremo 

A:X::X:B, 

ed X. sarà media proporzionale fra i segmenti J. e jB e saprà 
trovarsi. 

4" Da x^^]/a'' -\-y deducendosi 

X' = A^-^B\ 

si conclude che X è l'ipotenusa di un triangolo rettangolo coi 
cateti J. e B, ed è facile costruirla. 

5° Da x = \a^—h'' si conclude 

X'=:^'— If^ 

ed X essendo cateto di un triangolo rettangolo coU'ipotenusa A 
e l'altro cateto B, è di costruzione conosciuta. 

Da questi casi elementari si passa facilmente agli altri in 
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cui le formule del medesimo tipo si rifej'iscono ad un numero 
maggiore di grandezze, cioè : 

che si costruisce evidentemeute con 



r 

Posto 



Kh,. 



b, ' ' hi " b^ a . - ■ ■ ^^^^ n 

sarà. x,^i =; a; ; e quindi x ai otterrà cercando un segmento 
quarto proporzionale X, dopo S^, Ai ed A^, uno X^ dopo B^, 
Xi ed jlj , uno X dopo £,_[ , X„_a ed A„ . 



=l/v^ 



ca„ . 



a, ± Bj = a: 



sarà chiaramente ^„_| ^=x; ed X, segmento cercato, si costruirà 
applicando ai segmenti Ai ed A^ i metodi del tipo 4° o 5", gli 
stessi metodi al segmento risultante X, e ad ^3 , ecc. Occorrerà 
in questo tipo scrivere dapprima tutti i termini preceduti dal 
segno + , per evitare il pericolo di trovare espressioni negative. 

78. — E facile ora il passaggio alle formule più complicate 
in cui si hanno espressioni del tipo di quelle già studiate, ma 
in cui le singole parti non sono più date immedia.tamente, ed 
appartengono invece alla loro volta ad «no di quei tipi. In 
tal caso è chiaro che dovremo prima costruire un segmento 
corrispondente a ciascuna di queste espressioni parziali, per 
ricomporre con esso la formula finale. 



.\/'jV^+\/a„ 
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dovremo osservare che x appartiene al tipo 6° del numero prece- 
dente, con tre termini; di questi il 1" è del tipo 7°: il 2" è del 

h \/m'- + n^ 
tipo 3 , dove uno dei fattori è — - — , cioè diviene del 

tipo 2", quando si sia trovato un segmento dato da ym' + n^ 
per mezzo del tipo 4": il 3" termine è del tipo 8°, quando si 
siano ridotti i tre termini del radicando a tre quadrati appli- 
cando i metodi 2" e 3°. Dovremo quindi 

abc 
P costruire x, = ~ — , 



2" costruire 



\ = yatf, , 



costruire 
^, = 1/^, ,s,= — , indi ^,= l/m 



infine costruire 



79. Si vedrà ora agevolmente come si possa dive clie b pos- 
sibile con sole rette e circoli (tali sono le linee usate nelle 
costruzioni precedenti , e quelle perciò che si devono usaie 
in costruzioni che si riducono a quelle ) costruire ogni espres- 
sione razionale ed ogni espre^ione non contenente altre irra- 
zionalità che radici con indici uguali a potenze del 2 , dato, 
s'intende, clie siano omogenee di 1" grado rispetto a segmenti 
che soli contengono, 

Iìfa'tazzi , Kisolnzìone dei prohìeiiiì ecc. 
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Infatti : 

a ) Sia dapprima un' eapressioiie razionale qualunque , 
omogenea, di 1^ grado 



dove le f sono monomi di grado qualunque h, e Iq 'p monomi 
di grado [k—l]. Sia S un segmento arbitrario di misura s 
(che può essere, p. ea. , uno di quelli che compariscono in /p,), 
e si eostruiscano i segmenti A,, A^, . . . A„, S^, S^_ ,. . B„ , 
tali che per le loro misure o, , «^ , . . a„, hi, bi, . . .J>„, sia 



s"-^ a*"-^ s"-^ 

usando i metodi del tipo 7" del numero precedente. Poiché 
allora si ha 

s*~' ("i ± flj ± . . . ± a„ ) s a^ 
* ^ ?-"' {l.zlzl, -Al . . . ± bj ^ T7 ' 

indicando con a^ e h^, i risultati delle espressioni 

tii ± «3 ± . . . ± a„ e è, ± &2 zh: . . . ± 6^ , 

i cui segmenti si eostruiscono eoi metodo 6", sarà 3: dd tipo 2°, 
e quindi X costruibile con costruzioni note. 
b) Sia ora un'espressione irrazionale 

dove (f e 'i/ sono Cipressioni intere e di grado rispettivo k e 
/e— 2. Scelto ancora uri segmento arbitrario 5*, di misuras, 
e facendo per <p e ip, che sono del tipo dei termini della fra- 
zione del caso precedente, operazioni analoghe a quelle fatte 
noi detto caso . potremo porre 
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dove a., e h, sono costruibili in modo noto : ei allora 



-n 



jile al tipo 2", quando col metodo 3** si cerchi e 

, per cui si ha, X =y se . 

e) Se l'indice del radicale è una potenza del 2, p. es 
2'", allora l'espressione sottoposta dov'essere omogenea del 
grai.lo 2'"; ma osservando che 

dove i simboli y sono m , si veJe ridotta la qiiestioiie ad 
un seguito delle precedenti. 
Cose p. es., se fosse 

si prenda ancora S arbitrario , e si cerchino a, , ij , Ci tali che 
S' e' 

~ = (fi , --~Ù, , - = C| , 

per cui 



i iin segmento costruibile per 



dove d è misura di mi segmento costruilDile per mezzo di altri 
noti. Allora 



e quindi 

x^yst con t^nysa, 

essendo t ed x costruibili ,. perchè del 3° tipo. 

d) Se l'espressioni sotto il segno radicale non sono dato 
come polinomi di potenze di grado uguale all'indice, o come 
frazioni simili alle già citate, si riducono a quel tipo con co- 
struzioni note , e si opera poi in modo simile al precedente. 
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Se p. es, si ha 

1° si costruisce ?/,= -—, poi ?'i-= j/^t'y, coi metoilo e) 
ora indicato , talché &, =; — jr- ; 



2" indi si cerca Ci^:^/a'^H- ?>^*, in modo cioè clie \ 
3" si costruisce, sempre col metodo già svolto , 



Possiamo ora ritenere dimostrato i^nanto ci eravamo pro- 
posti, 

80. — Si possono rendere più agevoli le ricerolie, coll'ag- 
giungere ai 5 tipi elementari citati altri che direttameiite pro- 
vengono dall'applicazione di teoremi di geometria già noti, 
risparmiando così alcune costruzioni che sarebbero necessarie 
secondo i metodi generali esposti. 

Cosi per es. 

1" Se x=^y a^ -\- b'^ ±2, ah , sarà x^=a--^h, e quindi 
X = Azìz B. 



2° Se x=:y a^-\-b--\-2ha con e < a , sarà X terzo lato 
dì un triangolo ottusangolo, in cui i due lati che comprendono 
l'angolo ottuso sono -4 e S, e C è la proieiione di A su B. 

3" Se 3: = |/a^ + ò' — 2 5c con c<a, sarà X terzo lato 
di un triangolo, in cui gli altri due lati (comprendenti un an- 
golo acuto) sono -4 e .B, e C è la proiezione di A srt B. 
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i° Se a; =;y'2(i'-(-2f'*,— 4)i(S sarà x lato di un trian- 
golo in cui gli altri due lati sono a e b, ed è «w la metliana 
che cade su essi. 

Si potrà, naturalmente, utilizzare iiuclie la geometria solida. 

Cosi, p. es. 



5° Se a;^=^«'+&^^-c^ sarà X la diagonale di un pa- 
rallelepipedo rettangolo i cui spigoli sono A, B, G. 

Se le forinole sono costruite con aree o volumi , ai ricade 
nei casi precedenti, quando le aree sono poligoni o vi si sanno 
ridurre, giacché questi si possouo ridurre in quadrati di lato /, 
e ad essi si sostituisca 1^ nelle formole, e quando i volumi si 
sanno ridurre in cubi di lato 1, sostituendosi ad essi P. 

81. — Se la formola data non risulta omogenea, ciò ac- 
cade, come si è detto, perchè è stato scelto qualche segmento 
della figura come unità: occorre allora ricondurla ad essere 
omogenea, il che si ottiene prendendo uua nuova unità U, 
e misurando con essa tutti i segmenti, compreso quello A delle 
figure già scelte come irnità. Se le misure dei segmenti usati, 
prese rispetto ad A, erano «, i, e, .. e le nuove sono a',b',c',... 

b' e 

sarà, come è noto, h = —, e — —, ecc. , e sostituendo nelle 

formule tali valori a quelli di b, e, ecc. si ristabilisce l'omo- 
geneità : cosi le formule si sapranno costruire (69). 



a alle formule che danno aree piane, si os- 
servi che esse costituiscono una soluzione indeterminata, se non 
è dato a quile fig ira deliba esser simile quella che deve avere 
Tarea che si cerca, essendo infinite le superficie equivalenti fra 
toro. Se la figura a cui deve esser simile l' incognita è data 
ed è P, e l'area trovata è y, s' incominoierà col costruire un 
poligono (p. es. uà quadrato) che abbia l'area a, e poi ima 
figura simile a P ed equivalente al poligono. Se P è un po- 
ligono, tale ultima questione è nota in generale : se è un 
circolo od una sua porzione, la costruzione si può eseguire sol- 
tanto in casi speciali colle costruzioni della geometria elemen- 
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tare , e conTÌene piuttoato vedere se dalla formula si ricava 
direttamente la figura circolare cercata. 

Per avere un quadrato coli' area p data dalle formule, si 
osacrva che sarà ip omogenea di 1" grado se è espressa con 
aree, omogenea di 2° grado se espressa con segmenti. Se le 
aree che contiene sono poligoni, allora ai riducono in rettan- 
goli, e sostituendo ad essi nella formola il prodotto delle mi- 
sure dei loro Iati, la ^ — ip si trasforma in una formola omo- 
genea di 2° grado rispetto a segmenti : talché allora, ponendo 
l = ^y, sarà l il lato del quadrato di area f , e si ricadrà nei 
casi già trattati pei segmenti, essendo ^a omogenea di 1" 
grado rispetto a segmenti. 

Se le aree che compariscono in i* sono poligoni tutti si- 
mih fra loro, e simili a quello che si cerca, allora indicando 
essi con «i, c/._, .. a„, e con 7,, h_,...l„ indicando loro lati 
omologhi, poiché si ha 

'7.,:a^: ... :0!„ = /,': Z^*: ... :C - 

scelto un segmento arbitrino a (che può essere uno degli /) 
e costruito su di esso, preso come omologo di /j , /; . -.■l„, un 
poligono a simile insieme ad a,, a^,... «„, sarà 

7,= l' ì' 



e tenendo conto di queste relaKioni diverrà 9 un'espressione 
avente a per fattore. Detto y il lato del poligono cercato X 
che è omologo a tutti i lati l^ ed a, sarà 



per cui l'uguaglianza z = w, dopo eseguite tutte le trasforma- 
zioni, si potrà dividere per «, e diverrà, estraendo la radice, 
di 1" grado rispetto a segmenti; si ricade cosi nei casi noti, 
e si ottiene direttamente il lato y, sufficiente a costruire l'in- 
tero polìgono. 
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Si ripetano considerazioni simili per il caso io cui X ò un 
circolo, e l'espressione f è razionale od irrazionale con radi- 
cali di indice 2^ formata con aree di circoli noti, yi, 7i 7,„: 

giacché, essendo ^i, r^,.... r„, le misure dei loro raggi, ed x 
quella del raggio di X e sostituendo a 7,, 7s,.... 7„, X le for- 
mule delle aree ti»",', nr^, ... nr^, jia:', si ottiene all'espressione 
che si potrà dividere per jt, e ridurre cosà ad una analoga 
costruita sui quadrati dei raggi. Da questa estraendo la ra- 
dice, si ricadrà in una omogenea di 1° grado rispetto a se- 
gmenti , e se ne ricaverà direttamente il raggio del circolo 
cercato. 

Tralasciamo gli altri casi di espressioni fatte con altre fi- 
gure circolari, miste di poligoni e circoli, potendosi talora 
ridurre le prime ad espressioni con circoli, altrimenti (e così 
dicasi dello seconde) non prestandosi ad una costruzione della 
nostra geometria della riga e del ' 



83. — Per il caso dei volumi dei poliedii e delle sfere, non 
possiamo proporci la questione di costruiie un poliedro di vo- 
lume dato e di data forma, cioè simile ad uno dato giacché 
usando metodi simili a quello seguito pei 1 poligoni si giun- 
gerebbe ad una formola che darebbe il cubo di uno spigolo 
incognito, espresso in funzione dei cubi degli spigoli omologhi, 
e quindi occorrerebbe, per ricondursi al caso dei segmenti, eo- 
struire una radice cubica, il clic non sì sa faie colla iiga e col 
compasso. 

Se si tratta di poliedri, e la forma non è prescritta, po- 
tremo operare cosi. Si riducano {quando si possa) tutti i po- 
liedri che compariscono nella formola in parallelepipedi aventi 
una data base, e si cerchi l'incognita sotto forma di paralle- 
lepipedo di ugual base. Allora potremo dividere entrambi i 
membri della espressione per l'area di questa base, e resterà 
una relazione colle sole altezze, la quale potrà eostruirsi in 
tutti i casi detti per i segmenti. 

A quest'ultima costruzione ci sì può evidentemente ridurre 
anche quando il secondo membro contenga non soltanto vo- 
lumi, ma anche aree e segmenti; giacché, dovendo essere espres- 
sione omogenea, avrà in ogni termine un'area e due segmenti. 
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o tre segmenti moltiplicati che suppliscono un volume, e che 
rappresentano il volume di un parallelepipedo di altezza e 
base dati, o di dati spigoli, e si rica'lrà nel caso precedente, 

84-, — Per mostrare l'interpretazione della formola appli- 
cata effettivamente ad un problema e per presentare la riso- 
luzione di un esercizio completo in tutte le sue parti, svolgerò 
ora il seguente 

Esempio — Costruire un triangolo rettangolo, noti ohe ne 
siano il perimetro, e la differenza fra la sotnma dei cateti 
e. l'ipotenusa: e cercare i valori estremi a cui può giungere 
questa differenza fra i triangoli isoperimetri. 

Se il perimetro s'indica eoa p, la differenza accennata 
con d, e con x, y, s s'indicano rispettivamente i cateti e l'ipo- 
tonusa, si avranno, per la 1" parte del problema, le eriiiazioiii 

(1) x^y-B = d 

le quali senz'altro condizioni equivalgono alla 1" parte del pro- 
blema, giacché i Ire numeri positivi cbe le risolvono sono ef- 
fettivamente i tre lati del tiiangolo rettangolo. Infatti : 
1° per la terza equazione sarà 

2" essendo 
{x-\-yY= x^-^f' + 2xy , {x -yY = x^ -[-ìf ■-2xy., 

sarà 

x + y:>0 , X — y<.z\ 

e quindi susskterà un triangolo coi tre lati x,y,ss\ 
3" esso sarà rettangolo per )a 3* equazione. 
Allora- si risolvano le equazioni precedenti. -Dalla diffei-enza 
delle prime due si ricava 

(2) '■='-=A, 
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e con tal vaìore la 1" delie (1) diviene 



(3). 



dal cui quadrato sottraendo la 3^ dello (1) e tenendo conto 
della (2), si rileva 

p d 

w "'J-Y- 

Le (3) e (4) mostrano essere x fià y radici dell'equazione 
del 2" grado 

p -\- d p d 



risolvendo la quale si troverà 



dei quali valori uno qualunque ò x, l'altro y. Si ha quindi 



(p ^ d) +y p'+ p- 


-OjJii 


4 


(y + rf) — (/p' + d"- 


-6pd 



(5). 

I _p—d 



Fin qui l'analisi, per la quale non occorre vera sintesi, data 
l'equivalenza del sistema (1) al problema, e pensando alle ope- 
razioni fatte per risolvere le equazioni. 

Per la discussione si osservi che si richiedono per x, y, s 
valori reali e positivi. 

Perchè sia positivo s, dev'essere p>d. 

Le a; ed 2/ sono positive se reali, avendo l'equaziono da cui 
dipendono, due variazioni. La condizione per la loro realità è 
che sia p^ -\- d^ ~ lò fd ^^ . 
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Cosi è completa la 1" parte del problema. Per la 2*, sup- 
poniamo dato j) ed indeterminato d, e cerchiamo a quali 
estremi possa pervenire d. Scegliendo neirviltima condizione il 
segno =; , si ha 

d'^ — C pd-\- ]f^^ , 
donde 

d =?.%> + |/9j)'-ir ^p{Z r-t |/8 ), 

da cui si hanno per d due valori, j) (3 + ^/8), |)(ii -^8). Al- 
lora, per la nota teoria delle disuguaglianze di 2" grado, si ha 
che per verificare la disuguaglianza d^— &pd-\- 1^=^ oc- 
con-e che si prenda d o non maggiore della minore fra le 
radici ora trovate per f/, o non minore della maggiore, e quindi 

o c?^i5(3-^/8), o d^^i;ò + y%). 

Ma siccome in quest'ultimo caso sarebbe d^p, il che si è 
visto doversi escludere per avere s positivo, dovrà essere in 
ogni caso (? ^ ji (3 — 1/8), talché il valore massimo che può 
assumere dh p (3 — 1/8). Questa condizione include in se l'altra 
trovata d<.p, giacché p (3 — K^) < p essendo 3 — y'S < 1 . 

Così è risoluta la 2^ parte. 

Proponiamoci ora di costruire geometricamente x, y, s, dati 
che siano due segmenti che rappresentino uno il perimetro (P) 
e l'altro la differenza fra la somma dei cateti e l'ipotenusa. (D). 

La costruzione di s non offre difficoltà. Per quella di a: e 
di y potremo fare in più modi. P. es. , essendo 



-^^ + f- 



-\-d^^Cìpd 
16 ' 



potremo costruire il rettangolo eoi lati Pe\JB (o T) e di'), cer- 
care it quadrato equivalente ad esso, il cui lato sia L. e poi 
costruire col teorema dì Pitagora il quadrato ^^P'^+7)-— 7-^ 
il cui lato sia L^ : sarà 

^, P + D + L, . ^, P^T>-L, 
A = ^___™ e cosi 1 = ; . 
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Oppure, osservando che si era avuto anche 

X =^ - (y + d+ y(p+dy--8pd) 

si potrà costruire un quadrato equivalente al rettangolo coi lati 
8P e D (o P ed SD), che sia Q: poi, col teorema di Pi- 
tagora, si potrà, costruire un quadrato equivalente alla diffe- 
renza fra il quadrato che ha per lato P + D e Q, il quale avrà 
UH certo lato L: sarà allora 

,. p + n + L , ^ p + j)-L 

X = ed Y^ . 

4 4 

E si può interpretare geometricamente anche la condizione 
trovata 

d^p{3+yS) = dp+py8, 

giacché esseudo ^8 = 2y2, e py2 la misura del lato del 
quadrato inscritto in un circolo dì raggio p, avremo clie deve 
essere D non maggiore della stemma del triplo del perimetro 
P col doppio del lato del quadrato inscritto in un circolo di 
raggio uguale al perimetro. 
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APPENDICE. 

NOTA A, 
La dimostrazione dei teoremi. 



1, — Voglio qui dire poche parole anche sulla dimostrazione 
dei teoremi, argomento che è strettamente connesso a quello della 
soluzione dei problemi, se non foss'altro psrcliè la risoluzione 
dei pioblemi è es^a stessa una serie di dimostrazioni dì teoremi. 

Per dimostrare un teorema si hanno due metodi essenzial- 
mente distinti. 

Il metodo analitico per dimostrare una proposizione A coo- 
siate nel cercarne una B di cui A sia conseguenza (tale cioè 
che se è vera B debba esser vera per necessità la A) : co- 
noscendo la verità di B, resta allora dimostrata quella di A. 
Se B non è nofai, si ripete il procedimento cercando un'altra 
proposizione C di cui B sia conseguenza, poi una D di cui 
sia conseguenza la ecc., finché si giunge ad una propo- 
sizione L di cui sia nota la verità {per postulato o per di- 
mostrazione già conosciuta). Tale metodo ha tutti i pregi ed 
i difetti del corrispondente metodo per la risoluzione dei pro- 
blemi: ma è il solo che si presti per la ricerca della di- 
mostrazione. 

2. — Un'altfa forma di rinesto metodo, quella che veramente 
costituisce l'analisi degli antichi, è la seguente. Dalla propo- 
sizione la cui verità si esamina. A, si deduce una proposi- 
zione sua conseguenza, J?, da questa un'altra C conseguenza 
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Ai B ecc. finché si giunge ad una L, della quale si sappia se 
è vera o falsa. Se L è falsa, tale è naturalmente A, perchè 
le conseguenze logiche di una verità sono verità esse stesse: 
se L invece è vera, non si può itnmediatamente concludere esser 
vera anche A, potendosi da false premesse ottenere risultati 
veri, anche con deduzioni rigorosamente logiche (*), ma oc- 
corre cercare se da L dipende A come conseguenza. 

3, , — 11 metodo sintetico per dimostrare una proposizione 
A consiste nel partire da una proposizione nota L, ne! de- 
durne come conseguenza un'altra K, da questa un'altra J, ecc. 
finche cosi si giunga a quella A da dimostrare. Come il me- 
todo omonimo per risolvere i problemi, questo metodo ha il 
vantaggio di operai'e soltanto su proposizioni conosciute: ma ha 
il difetto di non dare nessuna indicazione sulla proposizione da 
cui si deve partire, per giungere effettivamente a trovare come 
sua conseguenza la proposizione data. 

Per la ricerca di una dimostrazione il metodo sintetico è 
inadatto; può invece servire ad esporre e conijinicare ad altri 
una dimostrazione già trovata, sebbene abbia il difetto di non 
dare agli altri nessuna luce sul modo in cui la dimostrazione 
è venuta alla mente, costringendo chi ne prende cognizione a 
fare faticosi sforzi di memoria per rif enere la dimostrazione: la 
quale, non appoggiandosi a niente che si veda necessariamente 
connesso col dato , apparisce quasi fosse affatto arbitraria. 

Gli è questo il metodo con cui sono esposte le dimostra- 
zioni dei teoremi in quasi tutti i trattati; e ciò perchè esso 
offre rispetto al primo maggior brevità e rapidità. 

4. — Possiamo indicare un terzo modo che si ha modifi- 
cando leggermente il metodo analitico, e cheoffre vantaggi non 
dubbi particolarmente per la brevità, senza per altro che il- 
lumini quanto gli altri due metodi, in special modo l'anali- 
tico. Voglio parlare del metodo di riduzione all'assurdo. Esso 



(') Ecco un esempio: «Esiste un punto cquidistanto da tre luiiiti i 
retta » proposiniono falsa da cui si ilcduco losìi^^'iieiite lancila veva : 
stono punti equidistanti i!a due punti dafi. » 
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consiste nel negare la proposizione in questione A (cioè nel- 
l'ammettere la contradittoria) e diniosh'are poi che cobi si giunge 
ad una conclusione falsa, talcliè devesi affermare A, che dunque 
resta provata vera. Tale metodo si usa spesso per le propo- 
sizioni inverse di proposizioni già dimostrate vere, 

5. — Qualunque di questi metodi si applichi, è indispensa- 
bile l'aver presente il maggior numero di proprietà relative 
all'ente che sì studia, per vedere chiaramente qual è la più 
opportuna catena dì proposizioni che collega la proposizione 6a 
dimostrarsi con quella già nota. Nel saper costruire la catena 
predetta e nel saperla rendere più breve che sia possibile, è 
molto in giuoco la perizia di chi opera e la sua speciale dis- 
posizione ; ma credo dovere aggiungere che sono da consigliare, 
nel dimostrare i teoremi, artifizi analoghi a quelli suggeriti per 
fare l'analisi nella risoluzione dei problemi. È quindi spesso 
opportuno l'aggiungere enti ausiliari che meglio mostrino il le- 
game fra le parti della figura che si studia, o fare scorrere 
rotare allo stesso scopo alcune parti della figura, ecc. 

6. — Si presta benissimo (quando sia concesso di usarlo) 
anche il metodo algebrico ; giacché ricorrendo alle misure dei 
dati potrà il teorema da dimostrarsi cambiarsi in una cor- 
rispondente relazione algebrica, per provare la quale si partirà 
dalle relazioni fornite dell'ipotesi combinate con alti'e date da 
altri teoremi geometrici, e si useranno di poi tutte le i 
risorse che offre l'algebra. 
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NOTA B, 
Sulle coiidi/ìoni che inclivìdiiano un ente. 



1. — Si sarà osservato che nel corso del presente scritto 
non ho mai fatto uso di frasi come queste « punto determinato 
da due condizioni », « retta a cui manca una condizione per 
esser determinata » , ecc. , le quali invece si trovano qualche 
volta in altre opere. Ho voluto pensatamente scansare simili 
frasi, giacche esse, usate cosi senz'altro, racchiudono delle ine- 
sattezze. Che cos'è infatti ima condizione? Si pensi che gii 
enunciati dei problemi sono fatti coll'ordinario linguaggio, nel 
quale spesso una frase sola dice quanto possono dire due o 
tre altri frasi staccate. Ebbene: se per dare le condizioni che 
individuano un ente accade questo, diremo che l'ente obbe- 
disce ad una condizione, oppure a due o tre? P. es. : un punto 
che congiunto cogli estremi di due segmenti uguali dia origine 
a due triangoli uguali, deve essere equidistante da due estremi 
di questi segmenti e cosi dagli altri due, e viceversa: questo 
punto soddisfa ad una condizione (la 1^) od a due (le altre)? 

Tali incertezze sussisteranno sempre finché non si definisca 
esattamente la parola condizione. Se una tal definizione può darsi 
in modo semplice ed esatto in geometria analitica, ciò non può 
farsi in geometria elementare in modo altrettanto facile e com- 
pleto. È forse cosa migliore il trascurare di parlare di condizioni : 
non volendo farlo, è necessario procedere delinendo i singoli casi 
in cai si debba usare la frase « soddisfare ad una condizione » . 

Questo cercherò di fare brevemente in quello che segue. 

2. ~ Premetto che colla parola superlicie {se non è detto 
esplicitamente il contrario) intendo parlare di una superficie o 
piana, o sferica, o cilindrica, o conica, o di un gruppo composto 
di un numero finito di superfìcie tutte di ugnale apecier e colla 
parola linea, o una retta, od un circolo, o un gruppo di un 
numero finito di linee di un medesimo piano, che siano tutte 
rette o tutti circoli; e quando dico che un ente appartiene ad 
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una superficie o linea i;he sia formata (la un gruppo (li supor- 
ficie lineo, intendo che osso appartenga tutto ad una su- 
perficie o linea del gruppo. 

Quando saranno ricordati una retta od xin punto per cui 
debbano passare piani o rette, s'intenderà sempre (se non è 
detto il contrario) che ai parli indifferentemente di rette o 
punti sia propri che impropri, avvertendo per quello che si 
è già detto (39) che la pirola improprio ai usa solo con- 
venzionalmente, dicendo « piani o rette che passano per il punto 
improprio di una certa retta » quando ai vuole indicare piani 
e rette parallele a quella certa retta, e dicendo « piano che 
passa per !a retta impropria di un certo piano » quando 
si vuole indicare un piano parallelo a questo piano. 

3. — Per un punto si definisce una condizione l'apparte- 
nere ad una superficie. Quindi un punto è determinato (in ge- 
nerale) da tre condizioni, mentile il darne due sole indivìdua 
in generale una linea comune a due supeificie. Ho detto in 
generale, bastando talora due superficie a individuare un punto 
(p. es. sfera e piano tangente). 

Se un punto deve stare su una superiìcio e, per individuarlo 
ne occorrono altre due sole, le quali incontreranno la prima 
lungo due linee su cui deve giacere il punto. Per cui se un 
punto deve giacere su una superficie, è una condizione il gia- 
cere su una linea di tale superficie. Nella geometria del piano 
o della efera il punto dunque è individuato da due condizioni, 
quella di giacere su due linee dì tali superficie. 

Dovremo contare come una condizione il godere di certe 
propi'ietà per la quali il punto debba appartenere ad un luogo 
geometrico ohe si* una superficie, o (se sì fa la geometria spe- 
ciale del piano o della sfera) ad un luogo geometrico linea di 
tale superficie. E quindi ima condizione per un punto (37), 
— nello spazio, l'avere una data distanza da un punto, o 
da una retta, o da un piano, o da una sfera — l'essere equi- 
distante da due punti, o da due piani — l'avere distanze da due 
piani aventi un rapporto dato — nel piano, l'avere una data 
distanza da un punto, o da una retta, o da un circolo — l'essere 
equidistante da due punti, o da due rette — l'avere distanze 
da due rette in rapporto dato, ecc. 
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4r. — Per la retta si dirà essere %ina oonclizione l'appog- 
giarsi ad una linea (linea sola cioè una retta od un circolo), 
vale a dire l'avere con essa un punto comune non determi- 
nato : essere due condizioni il passare per un punto determi- 
nato, proprio od improprio. 

Esaminiamo ora alcuni legami che si possono dare alla retta, 
per vedere a quante condizioni corrispondono, il che si rico- 
noscerà scindendoli in alcune delle precedenti, e sommando i 
numeri delle condizioni date da ciascuna. 

— Giacere su un piano dà due condizioni (appoggiarsi a 
due rette di esso) 

— Giacere su una superficie conica o cilindrica dà tre con- 
dizioni (passare per il vertice, rispettivamente proprio od im- 
proprio, due condizioni, ed appoggiarsi ad una linea della su- 
perficie, una condizione). 

— Essere parallela ad una retta dà dve condizioni (passare 
per il suo punto improprio). 

— Essere parallela ad un piano dà ttna condizione (appog- 
giarsi alla sua retta impropria). 

— Essere parallela ad una superficie conica (cioè parallela 
ad una indeterminata generatrice di essa) dà una condizione 
(appoggiare alla linea luogo geometrico dei punti improprii 
delle generatrici). 

— Essere parallela ad una superficie cilindrica (cioè pa- 
rallela ad una imi eterminata generatrice di essa) dà due con- 
dizioni (passare per il punto improprio di una qualunque delie 
generatrici) e coincide coll'esser parallela ad una determinata 
delle generatrici. 

— Se la retta deve giacere su di una superficie (un piano, 
una superficie conica o cilindrica) il passare per un determi- 
nato punto di essa superfatie aumenta una condizione sola in- 
vece di due come assegneiebbe il pas^aie ppi un deteiminato 
punto, giacché facendo passate per quel punto una linea qua 
lunque non della superficie, \\ condizione iggiuntt cjiULide 
con quella di appoggiare a tale linei 

— Giacere su un piano e passare per un suo punto, dà tre 
condizioni. 

— Giacere su una superficie conica o cilindrica e passare 



y Google 



per un punto di essa (oltrp il vertice, per il cono) dà, quattro 
condizioni. 

— So la retta giace in un piano, l'esser parallela ad una 
retta di esso aggiungo soltanto una condizione, i^uella di pas- 
sare per il punto improprio di tale retta. 

— Giacendo in un piano, l'esser tangenb^ ad un circolo in 
un punto determinato dà due condizioni, quella di passare per 
quel punto ed essere perpendicolare al raggio {parallela ad una 
retta qualunque perpendicolare) : se togliamo la condizione che 
la tangenza sia in un punto determinato, diremo una condi- 
zione quella di esser tangente al circolo. 

Queste ultime considerazioni mostrano che: 

— Per la retta di un piano è una condizione l'appartenere 
ad un dato inviluppo (circolo, punto proprio od improprio}. 

Si conclude allora che r 

1" La retta è individuata in generale da quattro condizioni 
(dato che esista, in modo da soddisfarvi). 

2° La retta nel piano Ò individuata, da due condizioni. 

Le condizioni si contano nel modo accennato, se sono dì 
quelle citate: altrimenti si riducono a quelle, e poi si contano. 

Così nel piano è una condizione per la retta l'aver da un 
punto una data, distanza (inviluppa un circolo), l'avere da due 
punti fissi distanze che stiano in un dato rapporto (inviluppa 
UD punto), l'esser parallela ad una retta (inviluppa un punto 
improprio), ecc. 

Nello spazio fornisce due condizioni per una retta l'esser 
parallela ad un piano ed aver da esso una data distanza — 
tre condizioni l'esser parallela ad una retta data e distante da 
essa di nn segmento dato (appartenere ad una superficie ci- 
lindrica) ~ tre il passare per un punto e fare con un piano 
un angolo dato (cioè appartenere ad una superficie conica) — 
due l'esser perpendicolare ad un piano (parallela ad una data 
retta) — quattro (e ne è determinata) il passare per due pimti, 
o il passare per un punto ed esser perpendicolare ad un piano, 
il giacere su due piani, ecc. 

Gli esempi citati mostrano chiaro come male ci si potrebbe 
servire delle sole frasi espresse col linguaggio ordinario, per 
contaro le condizioni cui deve soddisfare la retta. 
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